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Vorträge der Hamburger Versammlung 
der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik. 


on den im Programm für die Hamburger Tagung angekündigten 25 Vorträgen sind 
die der Herren Malkin, Schwerin und Scripture infolge Verbiouderung der Vor- 
tragenden ausgefallen. Hr. Kempf ist durch Hrn. Lerbs ersetzt worden, der an 
seiner Stelle über die Versuchsergebnisse der Hamburgischen Schifibau- Versuchsanstalt 
berichtete. Neu hinzugekommen ist ein Vortrag von Hrn. Schiller über » Untersuchungen 
zum Wärmeübergangsproblem«. Der folgende Bericht enthält die von den Vortragenden 
selbst freundlichst zur Verfügung gestellten Auszüge aus den 23 gehaltenen Vorträgen. 


1. Reibungsmessungen bei hohen Reynolds schen Zahlen. 
Von H. LERBS in Hamburg. 


Bei der Umrechnung von Modellversuchsergebnissen im Schiffbau, die auf der 
Grundlage des von Froude angegebenen Näherungsverfahrens gewonnen werden, ist man 
auf eine genaue Kenntnis des Gesetzes der Oberflächenreibung bei großen Reynoldsschen 
Zahlen angewiesen. Das Froudesche Verfahren läßt sich kurz durch folgende Gleichung 
ausdrücken: W=(w — wr)’@°’+ Wr, 


wo « den Längenmaßstab des Modells, 
w » gemessenen Modellwiderstand, 


wr—=Cr'f'q ” Reibungswiderstand des Modells, 
Wr=Cr'F:Q » » der großen Ausführung 
W » Gesamtwiderstand » » » bedeuten. 


Man sieht, daß die Genauigkeit, mit der der Schiffswiderstand aus dem Modell- 
versuch angegeben werden kann, darch die Zuverlässigkeit bestimmt ist, mit der der 
Reibungsbeiwert in seiner Abhängigkeit von der Reynoldsschen Zahl und der Rauhig- 
keit bekannt ist. Die Grenzen der in Frage kommenden Reynoldsschen Zahlen sind 
R=— 10°, die durchschnittliche Reynoldssche Zahl der Modelle, und R=5:10°, die 
Kennzahl, die bei einer großen Ausführung noch vorkommt. Dabei ist als Längen- 
dimension in die Revynoldssche Zahl die Gesamtlänge des Modells resp. der großen 
Ausführung gesetzt. 


IR 
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Im Bereich der Reynoldsschen Zahlen der Modelle ist das Reibungsgesetz durch 
theoretische und experimentelle Arbeiten genügend gesichert. Man setzt dabei voraus, 
daß der Reibunrgsbeiwert eines Modells gleich ist dem Reibungsbeiwert einer ebenen 
glatten Platte von derselben Reynoldsschen Zahl wie das Modell, nimmt also keine Rück- 
sicht auf die Sekundärströmungen am Modell, die durch die Verdrängung, durch die 
Wellenverteilung und den Propeller bedingt sind. 

Selbst wenn man diese eben angedeutete Annäherung der Schiffsoberfläche durch 
eine ebene Platte beibehält, ist die Angabe des Beiwertes für die große Ausführung un- 
sicher. Die Extrapolation der für glatte Platten im Bereich kleiner Reynoldsscher 
Zahlen gefundenen Ergebnisse kann zu Fehlern führen. Die sicherste Methode, den 
Reibungsbeiwert bei genügend hohen Revnoldsschen Zahlen und bei einer für eine 
Schiffsoberfläche zutreffenden Raubigkeit zu bestimmen, ist, den Widerstand eines meßbar 
gemachten Plattenstreifens der Schiffshaut direkt zu messen. 

Diese Methode ist bisher auf zwei Fahrten des Turbinenschiffes »Hamburg« durch- 
gelührt worden. 

Die quadratische Meßplatte von 0,357 m? Flächeninhalt befand sich 102,4 m vom 
Vorsteven entfernt ungefähr in der Mitte des parallelen Schiffsteils und 4,2 m unter der 
mittleren Wasserlinie. Bei der Montage der Platte wurde zunächst ein entsprechendes 
Stück aus der Außenhaut herausgeschnitten, dann innen im Schiff ein genügend großer 
wasserdichter Kasten um die Oeffnung herumgebaut und darauf die Meßplatte durch 
2 vertikale und 3 horizontale Gelenkstangen in dem Kasten aufgehängt. Das Gewicht 
der Platte war durch einen innen auf- 
gesetzten Schwimmkasten im Wasser 
ausgeglichen. Die um 10 mm in der 
Horizontalen frei bewegliche Platte 
drückte auf einen Stöpsel, der horizontal 
und wasserdicht in der seitlichen Kasten- 
wand gelagert war und seinerseits auf 
einen Winkelhebel drückte, dessen Ge- 
wichtsbelastung den Reibungswiderstand 
der Platte maß. Der Einfluß der ver- 
h 1.2477 | ZERRERA tikalen Kanten der Platte wurde durch 
n '| eine besondere Versuchsreihe ermittelt, 
bei der die Vorderkante der Platte all- 
mählich über die Außenhaut vorge- 
schoben wurde; der Widerstand wurde 
erst merklich größer, wenn die Kante 
mehr als 3 mm vorstand, so daß nicht 
anzunehmen ist, daß der Widerstand der 
bündig liegenden Platte einen merk- 
lichen Kantenwiderstand enthält. 

Zur Bestimmung der Reynolds- 
schen Zahl, bei der der Reibungswider- 
stand der Platte gemessen wurde, ist 
die Kenntnis der Geschwindigkeit not- 
— — wendig. Diese wurde durch einen im 
1 7 WE “senkrechten Abstand von 4m neben der 
Platte geschleppten Widerstandskörper 
bestimmt, dessen Widerstand nach 
Eichung die relative Wassergeschwindigkeit an seinem Orte angab; hieran sind dann 
noch Korrekturen, die durch die Verdrängungsströmung und die Wellengeschwindigkeit 
bedingt sind, anzubringen. 

Die Figur zeigt die Resultate der letzten Messung, zusammen mit einem aus 
früheren Versuchen folgenden Beiwert cz der örtlichen Reibung bei kleinerer Reynolds- 
scher Zahl, der aus dem Widerstand eines im Tank der Hamburgischen Versuchsanstalt 
geschleppten torpedoähnlichen Körpers bestimmt wurde'). Die untere Kurve zeigt die 
aus den Ueberlegungen von Kärmän und Prandtl folgende Beziehung cr = 0,0576 - R9?, 








0 /, 














I) 6. Kempf, Ueber den Reibungswiderstand von Flächen verschiedener Form. Proe. of the 
first Intern. Congr. f. Appl. Mechan. Delft 1924 S. 439, 
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die die im Bereich kleinerer Reynoldsscher Zahlen durchgeführten Messungen an glatten 
Platten gut wiedergibt. Gegenüber dieser Beziehung ist dıe die Meßpunkte verbindende 
Kurve um den Wert 0,0011 verschoben, so daß zur Darstellung dieser vorläufigen Er- 
gebnisse der Ausdruck cr = 0,0011 + 0,0576 » AR’? gewählt ist. Wie weit die Konstante 
einen reinen Rauhigkeitseinfluß darstellt, ist noch nicht genügend geklärt; jedenfalls 
zeigen diese Messungen, daß sich der Reibungsbeiwert einer rauhen Platte in Analogie 
zur Reibung in rauhen Rohren mit wachsender Kennzahl einer Konstanten nähert. 

In nächster Zeit sollen die Versuche nach drei Richtungen erweitert werden: Eine 
der auf der »Hamburg« befindlichen ähnliche Meßplatte ist auf dem sSchnellschiff 
»Bremen« eingebaut, durch dessen größere Länge und größere Geschwindigkeit die 
Reynoldssche Zahl der Messung annähernd verdreifacht wird Zweitens ist eine Reihe 
kleinerer Platten auf einem Spantquerschnitt der »Bremen« eingebaut, die bei der vor- 
gesehenen Feinmessung den Einfluß von Sekundärströmungen meßpvar machen sollen, 
woraus geschlossen werden kann, wie weit der Ersatz der reibenden Schiffsoberfläche 
durch eine Platte in gerader Strömung gültig ist. Drittens sind Versuche an einem 
langen schifisähnlichen Körper im Tank der Versuchsanstalt vorbereitet, aus denen nach 
der angegebenen Methode Anschlußpunkte zwischen den von Wieselsberger, Gebers 
und anderen bei kleineren Reynoldsschen Zahlen gemessenen Reibungswerten und 
zwischen den »Hamburg« Messungen bei großen Beiwerten bestimmt werden sollen. 

928, 1 


2. Zeichnerische Ermittlung von ebenen Strömungen 
mit UÜberschallgeschwindigkeit. 
Von A, BUSEMANN in Göttingen. 


(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


In der Praxis interessiert es vielfach, zu wissen, wie eine Strömung in einem vor- 
gegebenen Kanal verläuft. Häufig ist es nicht möglich, einen Original- oder Modellversuch 
za machen und man würde sich mit einer rechnerischen oder zeichnerischen Behandlung 
der Strömung begnügen, auch dann, wenn sie die Reibung in der Flüssigkeit vernach- 
lässig. Für inkompressible Potentialströmungen kann man ebene Probleme in gewissen 
Fällen durch »konforme Abbildung« rechnerisch behandeln. Es sind auch graphische 
Methoden bekannt, nach denen man eine probeweise in den Kanal gezeichnete Strömung 
schrittweise verbessern kann. Bei kleinen Strömungsgeschwindigkeiten kann man jedes 
Medium als inkompressibel behandeln. Sind die Sırömungsgeschwindigkeiten dagegen 
mit der Schallgeschwindigkeit des Mediums vergleichbar, so macht sich die Kompressi- 
bilität bemerkbar und die Kompressibilitätsgleichung, d.h. die Abbängigkeit des spezifischen 
Volumens vom Druck kommt notwendig in die Behandlung der Strömung hinein. Da 
die Kompressibilitätsgleichung z. B. bei Dämpfien unbequem gebaut sein kann, scheint 
eine geschlossene analytische Behandlung solcher Strömungen im allgemeinen ausge- 
schlossen und auch die graphische Behandlung wird umständlich, wenn man sie so aus- 
baut, daß sich die Kompressibilität berücksichtigen läßt. 

Es ändern sich aber die Verhältnisse zugunsten einer graphischen Behandlung, 
wenn die Strömungsgeschwindigkeit größer ist als die Schallgeschwindigkeit. Bringt man 
einen Probekörper in eine Strömung mit Unterschallgeschwindigkeit, so erzeugt dieser 
ein allseitiges Zusatzgeschwindigkeitsfeld, das »Störungsfeld«, das mit der Entfernung 
vom Körper abklingt. Bringt man denselben Probekörper dagegen in eine Strömung mit 
Ueberschallgeschwindigkeit, so liegt das Störungsfeld nur stromabwärts vom Körper und 
wird begrenzt von einer stationären Welle kegelähnlicher Form. Diese Aenderung des 
Strömungscharakters findet ihren mathematischen Ausdruck darin, daß die Differential- 
gleichung einer Unterschallströmung ebenso wie die der inkompressiblen Strömung 
elliptisch ist, während die Ueberschallströmung eine hyperbolische Differentialgleichung 
hat. Die anzugebende zeichnerische Ermittlung ist die für Ueberschallströmungen zurecht- 
gemachte graphische Lösung einer hyperbolischen Differentialgleichung mit Hilfe der 
Charakteristiken. 

Da das Störungsfeld des Probekörpers Grenzen hat, ist bei einer gegebenen 
Strömung das Verhalten aller Punkte in der Strömung gegenüber einem festgehaltenen 
Punkt verschiedenartig: Bringt man in den festgehaltenen Punkt einen Probekörper, 
so sind alle Punkte innerhalb seines Störungsfeldes ihm nachgeordnet. Es gibt gewisse 


28* 
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Punkte stromaufwärts, an denen man ein Störungsfeld erzengen kann, durch das auch 
der festgehaltene Punkt betroffen wird, diese sind ihm vorgeordnet. Die angegebenen 
Punrkte liegen im »Nach- und Vorkegel« des Punktes. Außerhalb dieser Kegel bleibt 
noch ein Rıngraum, der neutrale Punkte enthält. Die Punkte der Ueberschallströmungen 
sind also eindeutig abhängig oder neutral zu einander. Ist nun in einem Querschnitt 
durch den Kanal, der nur neutrale Punkte entbält, eine beliebige Geschwindigkeitsver- 
teilung gegeben, so kann man sofort dıe Strömung in allen den Punkten nach einander 
bestimmen, in deren Vorkegel nur bereits gezeichnete Punkte und als Abschluß der 
gegebene Querschnitt liegen. Für alle weiteren Punkte wird der Abschluß des Vor- 
kegels durch den gegebenen Querschnitt und ein Stück der vom Querschnitt ausgehenden 
begrenzenden Wände dargestellt und man kann derartige Punkte nur dann anschließen, 
wenn an der Wand die Grenzbedingungen erfüllt sind und auf diese Weise das Voraus- 
gehende wieder eindeutig festgelegt ist. Der Vorteil für die zeichnerische Ermittelung 
ist hierbei, daß man, so verwickelt die Konstruktion am einzelnen Punkte auch sein möge, 
gleich endgültig konstruiert und stets einen fertigen Strömungsbereich behält, auch wenn 
man an den noch unbenutzten Randbedingungen eine Aenderung trifit. 

Für ebene Ueberschallströmunrgen ist die Konstruktion an jedem einzelnen Punkt 
außerdem noch sehr einfach Wie im Vortrag gezeigt wurde, läßt sie sich so ausdrücken, 
daß man verschiedene Ueberschallstiömungen auf einander abbilien kann, wenn man als 
Örientierungsplan für die Abbildung nicht die Stromlinien, sondern die in der Strömnng 
möglichen durch kleine Störungskörper erzeugbaren stationären Wellen benutzt. Nor- 
miert man die stationären Wellen so, daß die Wellen der in der einen Richtung quer 
über den Kanal laufenden Schar eine beliebige Welle der gegenläufigen Schar nur in 
solchen Punkten schneiden, wo die Strömungsrichtung eine ganze Anzahl Grade (oder 
eines anderen kleinen Winkels) beträgt, so müssen die auf diese Weise eingeteilten 
Strömungsfelder mit annähernd konstantem Geschwindigkeitsvektor in Original und Ab- 
biltung längs einer entsprechenden Störungswelle in gleicher Weise auftreten. Kennt 
man für das Gas eine »Originalströmunrg«, so kann man eine beliebige Sırömung daraus 
ableiten, deren Verlauf eindeutig ist, wenn die Geschwindigkeiten in einem Apfangsquer- 
schnitt gegeben und Randbedingungen von diesem Querschnitt ausgehend bekannt sind. 
Die Felder der Originalstriömung können dabei beliebig verzerrt auftreten. Es müssen 
nur die sie begrenzenden Stücke der Störungswellen im Original und Abpildung parallel 
sein. Innerhbaln entsprechender Felder besteht im Original und Abbildung derselbe Ge- 
schwindıgkeitsvektor. Durch den Anfangr»qnerschnitt sind daher die Anfangsfelder gegeben, 
für Grenzielder an der Wand liegt die Richtung des Geschwindigkeitsvektors oder, wenn 
es sich um eine freie Sıablgrenze mit konstantem Druck handelt, der absolute Betrag 
des Geschwindigkeitsvektors fest. Innerhalb der Strömung ist nur zu beachten, daß vor- 
handene Wellen nirgends endigen und daß nach dem Ueberschreiten einer Welle auch 
das im Original voraufgehende oder folgende Feld betreten wird. 928, 2 


3. Turbulente Strömungen in keilförmigen Kanälen. 
Von J. NIKURADSE in Göttingen. 
Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


Der Bericht, der hier gegeben wird, beschäftigt sich mit der Untersuchung turbu- 
lenter zweidimensionaler Strömungen in keilförmig erweiterten und verengten Kanälen. 
Der (Juerschnitt des Kanales war ein schmales Rechteck, die schmale Seite war dabei 
veränderlich, während die breite konstant blieb. Bei dieser Gestalt der Kanäle kann man 
damit rechnen, daß im mittleren Teile jedes Querschnittes eine ebene Strömung herrscht. 
Die gegenwärtige Arbeit hatte den Zweck, zu größerer Divergenz der Kanäle vorzudringen 
und bis in den Bereich der Ablösung der Strömung von der Wand zu gelangen. 

Die Geschwindigkeitsverteillung wurde in zwei hintereinanderliegenden Meßquer- 
schnitten mit einem Pitotrohr gemessen. Der statische Druck wurde in verschiedenen 
Punkten der Meßebene durch Anbohrung der Wand ermittelt. Da man genügend weit 
vom Eınlauf entfernt war, ändern sich die Geschwindigke tsprofile nunmehr affin, d. h. 
u/U ist in den beiden Meßgquerschnitten dieselbe Funktion von y/b, wobei u = je- 
weilige Geschwindigkeit, U — maximale Geschwindigkeit, % = Abstand von der Kanalmitte, 
b = halbe Kanalbreite bedeutet. Diese Funktion ist in Abb. 1 für die einzelnen Otfinungs- 
winkel dargestellt. Die an den Kurven angeschriebenen Gradzahlen geben den halben 
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Oefinungswinkel, und zwar positiv für divergente, negativ für konvergente Kanäle. Mit 
der Divergenz ist man in diesem Diagramm nicht über 4° hinausgegangen, da bei 
größerer Erweiterung, etwa 5°, die Strömung bereits sich unsymmetrisch ausbildete, d.h. an 
einer Wand anlag, von der anderen Wand 











weggedrängt wurde, und bei einer nur 10 
schwach erhöbten Erweiterung Ablösung 09 
von der einen Wand eintrat. | 
Die Reynoldssche Zahl A = Eu 08 
bezogen auf die Kanalbreite und mittlere 07 
Geschwindigkeit «, war 67000, während ’ 
Dönch!), der früher analoge Versuche | 06 
ausführte, 200000 hatte. Bei uns stieg die «10% 
Geschwindigkeit von der Wand mit der SS] 
/;-Potenz des Wandabstandes, bei den 04 
Dönch schen höheren Reynoldsschen 
Zahlen dagegen mit der '/s-Potenz. 03 
Um Aufschluß über den durch die 
turbulenten Nebenbewegungen bewirkten | | | | | | | 0,2 
Impulsaustausch zu bekommen, ist die | | 07 
Schubspannung ermittelt worden, die sich | ’ 
mit Hilfe des Impulssatzes aus Druckgefälle Wr—\ i 





und Geschwindigkeitsverteilung berechnen s0 09 08 07 06 05 % 08 02 0 0 
läßt. Bei laminarer Strömung ist die Schub- 


du Abb. 1. 
spannung 7=09 ; analog setzt schon 
Yu 


» - .. 1 * * ” “ 
Boussinesg bei turbulenter Strömung 7 = ge 2 “-, wobei e = Dichte, v = kinematische 
Y 


Zähigkeit bedeutet, und & (natürlich keine Konstante mehr) den turbulenten » Austausch« mißt. 
Charakteristisch für &ist das Ansteigen vom Werte Null an der Wand zu einem Maximal- 
wert, von dem aus ein Abfallen zu einem Minimum in der Kanalmitte erfolgt, das bei 
konvergenten Kanälen den Wert Null hat. Dieses letztere entspricht dem dort herfschenden 
Bereich konstanter Geschwindigkeit. 


Die Größe e hat die Dimension Länge mal Geschwindigkeit und läßt sich nach 
Prof. Prandtl anschaulich auch in dieser Weise zerlegen und durch 12 darstellen, 
y 


wobei ! den »Mischungsweg« bezeichnet. Die Länge ! mißt die Abmessungen der Wirbel- 
au 


ballen, während / r die Dimension einer Geschwindigkeit hat und proportional der 
Y 

den Impulsaustausch vermittelnden Querbewegungen ist. Zist an der Wand Null und 

wächst bis zum Maximalwert in der Kanalmitte, der über ein größeres Stück in der Mitte 

konstant gültig bleibt. 928,3 


4. Über die Geschwindigkeitsverteilung 
in einem rechteckigen Rohr und an einer angeströmten Platte. 
Von L. HOPF in Aachen. 


Nach der Prandtl-Kärmänschen Theorie hängt die Geschwindigkeitsverteilung 
in einer turbulenten Strömung außer von den physikalischen Konstanten der Flüssigkeit 
nur von der Schubspannung an der Wand ab, solange man in der Nähe dieser Wand 
bleibt; insbesondere tritt der Einfluß der Gesamtabmessung der Strömung, der sich in 
der Reynoldsschen Zahl ausdrückt, zurück. Bezeichne 7, die Schubrpannung an der 
Wand, u die Geschwindigkeit, y die Entfernung von der Wand, oe die Dichte und » die 
kinematische Zähigkeit, so soll die Beziehung gelten: 


To =) (1\ 
_— un . . . . v . [7 . . D . . 1 E 
ou? ( v 


) Fr. Döneh. Forschungsarbeiten des VDI Heft 282. 1926. 
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Die Funktion f kann erfahrungsgemäß durch eine Potenzformel gut angenähert werden, 


da der Zusammenhang zwischen u und y sehr gut durch eine Potenzformel wiedergegeben 
wird. Es sei näherungsweise 


BE are FE 


=“) 0 a ea 


ou” y 


Im Aerodynamischen Institut Aachen wurden zwei Versuchsreihen angestellt, um die Trag- 
weite dieser Beziehungen bei glatten und rauhen Wandungen zu untersuchen. W, Fritsch 
untersuchte die Geschwindigkeitsverteilung in einem rechteckigen Rohr, M. Hansen an 
einer angeströmten Platte. Dabei wurden in beiden Versuchsreihen die gleichen Wan- 
dungen ans glattem, welligem und rauhem Glas benutzt, als Rohrwandungen außerdem 
»zackige« Metallplatten von sehr großer, scharfkantiger Rauhigkeit. Die Geschwindigkeits- 
verteilung wurde mit feinen Kapillarstauröhren gemessen, die Schubspannung an der 
Robrwand durch den Druckabfall bestimmt, die Schubspannung an der Platte durch Rech- 
nung nach dem Impulssatz. Beide Arbeiten sind inzwischen in dieser Zeitschr., Bd. 8 (1928), 
Heft 3. veröffentlicht. 

Bei glatter Wand konnte die Beziehung (1) recht gut bestätigt werden; die Zahl- 
werte wichen allerdings etwas von den früher angenommenen ab, und an der Platte er- 
gab sich auch ein kleiner Einfluß der Anströmgeschwindigkeit. Auch bei rauher Wand 
bleibt die gute Annäherung durch ein Potenzgesetz erhalten; der Exponent n und mit 
ihm { sind größer wie bei der glatten Wand. Es zeigt sich ein einfacher, eindeutiger 
Zusammenhang zwischen { und m, näherungsweise durch ein Potenzgesetz "darstellbar. 
Beide Größen scheinen von der Rauhigkeitszahl abhängig, während der Einfluß .der 
Revnoldsschen Zahl zuriücktritt; allein das Material reicht noch nicht zu einer einwand- 
freien Erfassung dieses Zusammenhangs aus. 

Sieht man bei der Verteilung im Rohr von der unmittelbaren Umgebung der Wand 
ab und betrachtet nur die innere Strömung, in welcher die turbulenten Impulsschwan- 
kunrgen dis Sehubspannung übertragen, so zeigt sich dort bei gleicher Abmessung und 
gleicher Schnbspannung gleiche Geschwindigkeitsverteilung, während zu gleicher Rey- 
noldsscher Zahl ganz verschiedene Verteilungen gehören. In diesem Bereich gilt also die 
Grundannahme der Prandtl-Kärmänschen Theorie, daß die Schubspannung allein die 
Geschwindigkeitsverteilung bestimme, unabhängig davon, durch welche Wandrauhigkeit 
und bei welcher Revnoldsscher Zahl sie erzeugt sei. 928,4 


5. Zur Wirbeltheorie der Luftschrauben. 
Von TH. TROLLER in Aachen. 


Nach der Tragflügeltheorie läßt sich die Bestimmung der Luftkräfte an einem 
Flügel von endlicher Spannweite auf die Auftriebserzengung des unendlich langen Trag- 
fliigels zurückführen, wenn man die Abwinde am Orte der einzelnen Fl’igelelemente be- 
stimmen kann, die von den an den Enden des Flügels abgehenden Wirbeln induziert 
werden. Auf Grund dieser Erkenntnis ist es möglich gewesen, für einen gleichmäßig 
parallel zu sich selbst bewegten Tragflürel zu gegebener Anftriebsverteilung die richtige 
Flügelgestalt zu finden und auch umgekehrt zu gegebener Flügelgestalt die erzeugten 
Luftkräfte zu bestimmen, Die entsprechenden Rechnungen für rotierende Tragfligel, aus 
denen die Luftschrauben bestehen, sind dadnrch erschwert, daß man die von einem ab- 
gehenden schrauhenförmigen Wirbelfaden induzierten Geschwindigkeiten nicht durch ge- 
nügend einfache Verfahren ermitteln kann. Es ergeben sich nämlich für die Geschwindig- 
keiten am Schraubenblatt aus dem Biot-Savartschen Gesetz folgende Ausdrücke?) 


m 


Wa = 5 | N-"[x — Ecos("+o)|dr, 
4 
Ö 
I. 
nr j £ 1 
FE die. iR. Nh[S— x.cos(+0)—xr:sin(+0)]dr, 
:ı T w , 


') Siehe A. Betz: Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust, Neudruck: Vier Abhand- 
lungen zur Aerodynamik und Hydrodynamik von L. Prandtl und A. Betz. Göttingen 1927. 
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ee) 
I (&) V® : y / . 
en, N"hle-sin(+0)— x: rcos("-+ o)ldr, 
an Do, 
() 


U; 


. v .. v® o 
wobei N=%+&°—2Xx%£oos(T+ 0) - — ee T?, 
“) 


\- 


(VN — Abstand des Elementes E vom Punkte 8). 


Diese Integrale lassen sich nicht in geschlossener Form auswerten. Damit ist der 
Fortgang der Rechnung in dieser Richtung sehr erschwert. Andererseits kann man aus 
den Energie- und Impulsbetrachtungen der »Schraubenstrahltheorien« die Größe der Ge- 
schwindigkeiten am Schraubenblatt ermitteln, wenn man in jeden konzentrischen Kreisring 
konstante Geschwindigkeit über den Umfang annimmt. Dann wären mit der bekannten 
Richtung und Größe der Anblasegeschwindigkeit des Blattelementes Größe und Richtung 


hraubs 


Sc 
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Abb. 1. Abb. 2. 


der Luftkraft in bekannter Weise verbunden. Die Annahme gleichmäßiger Geschwindig- 
keit in einem Kreisring, die im Inneren der Schraube eine gute Berechtigung hat, gilt 
sicher nicht mehr in der Nähe der Flügelspitzen. Um auch in dieser Randzone zu einer 
einfachen Geschwindigkeitsberechnung zu kommen, die für die Luftschraubenberechnung 
nötig ist, hat Prandtl ein Annäherungsverfahren angegeben!). Es werden dabei die 
Flügelspitzen durch ein System von parallelen Halbebenen ersetzt, deren Abstand gleith 
dem Abstand der Bahnen der Flügelspitzen ist (siehe Abb. 2). Aus dem Potential der 
Strömung um das Ebenensystem ergibt sich der Potentialsprung in der Randzone des 
Ebenensystems, der gleich dem Zirkulationswert an entsprechender Stelle des Schrauben- 
flügels gesetzt wird. Durch dieses Verfahren wird die angenäherte Berechnung einer 
Auftriebsverteilung ermöglicht, die am Schraubenblatt selbst über den Radius konstanten 
Abwind erzeugt. Diese Verteilung entspricht gleichzeitig in der Nähe der Spitzen un- 
gefähr der »günstigsten Schubverteilung«e ohne Berücksichtigung der Reibungsverluste. 
Um nachzuprüfen, wie weit unter verschiedenen Verhältnissen die Prandtlsche An- 
näherung gilt, und um schließlich auch für eine beliebige Auftriebsverteilung — z. B. wie 
sie bei der »ungünstigsten Schubverteilung« mit Berücksichtigung der Reibung vorliegt, 
oder wie sie bei einer Schraube in wechselnden Betriebsbeiingungen bestehen kann, — 
die induzierten Geschwindigkeiten angeben zu können, muß man wieder auf die direkte 
Ermittlung der Wirbelinduktion zurückgreifen. 

Prof. v. Kärmän hat angeregt, die oben erwähnten Integralwerte für geeignete 
Parameter so zu ermitteln, daß man mit Hilfe dieser ein für alle Mal bekannten Werte 
in allen Fällen die weitere Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten leicht vor- 
nehmen kann. Die folgenden Diagramme zeigen einige Ergebnisse der durchgeführten 
Rechnung für die induzierten Geschwindigkeiten in achsialer Richtung‘). Die Integral- 
werte wurden durch graphische Interation und durch Näherungsmethoden ermittelt für 
die Parameter’): 





!) Zusatz zu der Abhandlung: Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust, von A. Betz. 

2) Ein ausführlicher Bericht über die Rechnungsergebrisse wird in den Abhandlungen aus dem 
Aerodyn. Institut der Techn. Hochschule Aachen gegeben werden 

3) Einen anderen, bequemen Weg zur Bestimmung der Werte hat Lamb in einer Abhandlung 
angereben, die mir leider erst nach Beendigung dieser Arbeit bekannt wurde: Dr. H, Lamb, The 
magnetic field of a helix, Proc. Camb. Pnil. Soc, XXI, 1923. 
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€ Radins des Beobachtungspunktes v Vorwärtsgeschwindigkeit 
A = und B= = —_ 
a Radius des Wirbelaufpunktes x’ @ Umpgangsgeschwindigkeit 


eines Blattelementes am Wirbelaufpunkt 
Aus dem Ausdruck: 


Y; “ 
I’(a U 2Cos(T + ol)’ dı 


2 "18/, 
1 s 2 £ ran f \ v 2 u 
2°’ +5 2z220n8s (T+0)+-—7T 


4 


Law 


ergibt sich umgeformt: 


.. 
I’(x (l—Acos(r+o)dı 
Va = ® - ——, — 
I J I1+4°?—24Acos(t + 0) + B? T?]°r 
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(für die zweiflügelige Schraube braucht man die Integralwerte für o=0 und 0 =.) 
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In Diagramm Abb. 3 sind die Integralwerte als Funktion von A für einige Para- 
meter B aufgetragen. Die Werte werden in der Nähe von A=1 sehr groß. Man 
braucht diese unbe«quemen Werte zur Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten, 
aber nicht unbedingt. Es wirken sich nämlich 
die in unmittelbarer Nähe innerhalb und außer- 
halb eines Beobachtungspunktes abgehenden 
Wirbel entgegen und induzieren am Beobach- 
tungspunkt selbst entgegengesetzt gerichtete fast 
gleich große Geschwindigkeiten. Das Diagramm 
in Abb. 4 enthält eine Zusammenstellung der 
Differenzen der Integralwerte von zwei gleich 
starken Wirbelfäden, deren Aufpunkte gleich 
weit nach entgegengesetzten Seiten vom Beob- 
achtungspunkt entfernt sind. Aus dieser Dar- 
stellung kann man die Einwirkung der unmittel- 

















LEE __ — bar benachbarten Teile finden, indem man den 
Abb. 4. Unterschied in der Stärke der auf beiden Seiten 

abgebenden Wirbelfäden — entsprechend dem 

zweiten Differentialquotienten der Zirkulationsverteilung — entweder annäherungsweise 


berücksichtigt, oder, wie meist möglich, vernachlässigt. 

Zur praktischen Ermittlurg der induzierten Geschwindigkeiten für eine ange- 
nommene Verteilung zerlegt man den ganzen Radius in genügend kleine Stücke und 
bestimmt für jedes Stück — am bequemsten aus der aufgezeichneten Verteilungskurve 
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— die Stärke 4] des abgehenden Wirbelfadenrs, die gleich dem Unterschied in der 
Zirkulationsstärke an den beiden Endpunkten des Stückes ist. Durch einen bestimmten 
Beobachtungspunkt und den Aufpunkt des Wirbelfadens in der Mitte des betrachteten 
Flügelstückes sind die Parameter A und B gegeben und damit der Integralwert (aus dem 
für den praktischen Gebrauch natürlich genaueren Diagramm) bestimmt, der mit dem 


Werte Er zu multiplizieren ist. Die Summe 


Iin-x 


s=R Ar 
x 
a 1 | 


an’ _ 


z—=( Ö 


+- A?—2AcosTt + B’r? 


(-Acosr)- dr 


213, 


ist gleich der induzierten achsialen Geschwindigkeit im Beobachtungspunkt. 


wa 





w. nacı Prandt 


























; j fur 1fl 
Im 1-fl. Schraube, A=N01 = Bay: aus Wırb: Ind 
aM. „ A=0,203 x 
| I"-f {r/R) 
(RA 92875] 05 —er/R 
Abb. 5. 


MW, fur 1-fl 
Wa fur zZ fl. \ AUS 7) ırbelinmd: /h/ Ai 7/7 rt Le: /PrIE 7 
\ 









_— 


Wı, nacıı Framdil 








1-fl Schraube A-02 





Z vr . 1 d Lö 
| I! Vq I’-f (r/R) 
1 
| 
| 
| 
mE gg —M 09 


In Abb. 5 und 6 sind nach diesem Verfahren errechnete induzierte Geschwindig- 
keiten für verschiedene Fälle zum Vergleich mit der Prandtlschen Annäherung einge- 
zeichnet. Die außerordentliche Güte der Prandtlschen Näherungsrechnung wird durch 


die Vergleichsrechnung bestätigt. 
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Abb. 8. 


Abb. 7 und 8 zeigen zwei andere Antriebsverteilungen mit den mit Hilfe der 
Integralwerte gefundenen induzierten Geschwindigkeiten. Vergleichsweise sind die nach 
der auf diese Fälle übertragenen Prandtlschen Methode bestimmten Geschwindigkeiten 
eingezeichnet. Für einen groben Entwurf wird man auch hier mit der Prandtl- 
schen Annäherung auskommen. Wie insbesondere Abb. 8 zeigt. können aber doch die 
Unterschiede sehr groß werden. Es wird etwa zur Vorausbestimmung der Leistung von 
Propellern in verschiedenen Betriebszuständen — insbesondere von Verstellpropellern, 
bei denen die Abweichungen von der ursprünglichen Verteilung sehr beträchtlich werden 


können — eine Bestimmung der induzierten (Geschwindigkeiten und damit der zu er- 
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wartenden Kräfte nach den genaueren Verfahren angebracht sein. Auch in anderen 
Fällen können Fehler in der Anstellwinkelbesiimmung ausgeschieden werden, die sich 
bei einer im Verhältnis zur Fluggeschwindigkeit großen induzierten Geschwindigkeit be- 
merkbar machen könnten. Meistens wird man aber mit dem Prandtlschen Verfahren 
genügende Genauigkeit erzielen. 928,5 


6. Physikalisches zur Vereinigung der Grenzschichttheorie 
mit der asymptotischen Widerstandstheorie. 
Von F, EISNER in Berlin. 


Die Erörterungen werden für den speziellen Fall eines umströmten langen Kreis- 
zylinders (ebenes Problem) durchgeführt. 

I. Der Prandtlsche hydrodynamische Film zeigt einwandfrei das Bestehen 
einer an der Körpervorderseite beginnenden und nach den Seiten an Stärke zunehmenden, 
dem Körper anliegenden diinnen Uebergangsschicht (Grenzschicht), in der der Uebergang 
von der Geschwindigkeit Null am Körper (Haften) zur Geschwindigkeit der Außenströmung 
sich vollzieht; er zeigt ferner die Stelle der »Ablösung der Grenzschicht« und die dortige 
Richtungsumkehr der Strömung in Wandnähe und läßt die Schwierigkeit einer Erfassung 
der nichtstationären Vorgänge im Kielwasser erkennen. Die Versuche der Göttinger 
und der Berliner Versuchsanstalt über Widerstandsgröße und Druckverteilung!) 
zeigen bei hohen Revnoldsschen Zahlen NV —= 2a: U/Z einen plötzlichen Widerstands- 
abfall und geänderte Verteilung zwischen NR —= 10° und 10° (2a = Zylinderdurchmesser, 
U = ungestörte Geschwindigkeit, Z— Zähigkeitszahl): Vor dem Abfall (R > 10%) ist der 


. 4 y r u? P} . 
Widerstandsbeiwert {= W/2a-y, ” 1,2, oberhalb aber, soweit bisher Messungen vor- 


2g9 


liegen, ist er” 0,3. Die gemessene Druckverteilung, insbesondere die bei den höchsten 
Reynoldsschen Zahlen stimmt nun merkwürdigerweise verblüffend gut überein mit einer 
vor wenigen Monaten von Zeilon in Erweiterung der Öseenschen asymptotischen Theorie 
errechneten Druckverteilung. 

Il. Die Grenzschichttheorie hat als Grundlage die Voraussetzung der Existenz 
der dünnen Uebergangsschicht, die für große Reynoldssche Zahlen zu einer Größen- 
ordnungsabschätzung der einzelnen in den auf die Schicht angewendeten Navier- 
Stokesschen Gleichungen auftretenden Glieder führt; es ergibt sich die einfachere 

Gleichung der laminaren Grenzschicht« °), die mit den Grundgesetzen der Mechanik 
(Impulssatz) nirgends in Widerspruch steht. Nimmt man den, der Grenzschicht »von 
außen imprägnierten« Druckverlauf aus den Experimenten, so kann man eine (zweckmäßig 
zu definierende »Grenzschichtdicke« Ö und die Ablösungsstelle in guter Uebereinstimmung 
mit der Beobachtung errechnen. Auch die Vorgänge in einer »turbulent gewordenen« 
Grenzschicht, z. B. das längere Anliegen an der Wand werden verständlich, Da die 
rechnerischen Betrachtungen aber bisher über die Ablösungsstelle hinaus nicht ausgedehnt 
werden können (auf die Entstehung von Wirbeln, den Wirbeltransport im Kielwasser usw ), 
so bleibt die Widerstandsgröße unermittelt. Die Grenzschichtthenrie vermittelt das Ver- 
ständnis für die tatsächlichen Vorgänge, erfaßt rechnerisch aber nur die Geschehnisse in 
der Nähe der Körpervorderseite, 

Die Zeilonsche Deutung der Oseenschen Theorie’) einer »Linearisierung« 
der Navier-Stokesschen Gleichungen läuft darauf hinaus, die Vernachlässigung der 
quadratischen Glieder (bei Oseen: u-rotb, v- rotv; bei Zeilon v-rotv, dazu aber An- 
nahmen über V(y)= U-+-u)') dadurch verständlich zu machen, daß in ihnen die Störung 


) 8. Eisner, Widerstandsmessungen an umströmten Zvlindern usw., Heft 4 der Mitteiluneen der 


Preußischen Versuchsanstalt für Wasserbau und Schiffbau, Berlin (unter der Presse), sowis diese Zeitschr. 
1925, S. 486 bis 489 (Danziger Tagung). 

3), In der Fassung von v. Mises, diese Zeitschr. 1927. S. 425 bis 431 (Kissinger Tagung) genügt die 
Tatsache einer längs eines Stromfadens (im Fall der »Grenzschicht« ist es die Stromlinie an der Wand) 
vorhandenen Energiedissipation und große Reynoldssche Zahl, um zu dieser Gleichung zu gelangen. 

3) In diesem Vortragsreferat muß wegen Einzelheiten auf die in Anm. !) erwähnte Schrift, sowie 
auf die dort näher zitierten Originalarbeiten von Oseen und Zeilon verwiesen werden. 


v Iu 
I) rotd: U + u, v= Komponenten der Strömungsgeschwindigkeit bei Vorhandensein 
a Ir oy h 
der Störunz durch den Körper. 
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der »Primär-Strömung« durch den Körper gesehen wird und diese Glieder als klein be- 
trachtet werden, Mechanisch-physikalisch ist dies nicht in Ordnung, so daß bereits die 
Ausgangsgleichungen impulsmäßig falsch sind und es entsteht die Frage, ob im Ergebnis 
(nach Durchführung des Grenzüberganges zu R—» in diesen falschen Gleichungen) der 
Fehler größer geworden ist oder nicht bezw. ob wenigstens das Stromlinienbild einiger- 
maßen stimmt. Das Ergebnis des Grenzüberganges in diesen linearisierten Gleichungen 
ist die Aussage von der Möglichkeit der Existenz von Wirbeln im Kielwasser; eine 
Folge der Linearisierung ist es aber, daß die Wirbelintensität nicht längs der wirklichen 
Stromlinien konstant ist (bei W =» findet keine Dissipation statt), sondern längs von ihnen 
abweichender »Wirbelbahnen«, die mit den durch den Körper noch nicht gestörten, wenig 
gekriimmten Stromlinien der Primärströmung zusammenfallen. Ob notwendig Wirbel 
auftreten müssen, kann nicht bewiesen werden: ebensowenig wird ihre Verteilnng irgend- 
wie bestimmt. »Wenn aber gerade ein Fall vorliegt, in dem das wirkliche Wirbelgebiet 
mit dem Oseenschen übereinstimmt, wie es unter Umständen anch beim Kreiszylinder 
der Fall sein dürfte, dann wird auch die Oseensche Potentialaufgabe annähernd den 
richtigen Strömungs- und Druckverlust ergeben«!); als »Oseensche Potentialaufgabe 
ist dabei, wie bei Oseen genauer abgeleitet und diskutiert, ist die Randbedingung des 
Gleitens der Flüssigkeit auf der Vorderseite des Körpers und das Haften 
auf der Rückseite zu verstehen; sie ändert sich mit speziellen Annahmen über die 
Form der Wirbelbahnen (Zeilon). Das bei Öseen entstehende Bild (Abb. 1) der Stromlinien 
und Wirbelbahnen (die stumpf 
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Bestreben Zeilons, Stromlinien und Wirbelbabnen in Uebereinstimmung zu bringen, das 
Kielwasser nicht mehr gradlinig zu begrenzen und die Bestimmung des Kielwasser- 
druckes durch Annahme von »Gleitintervallen« stetig und eindeutig zu gestalten, er- 


läutert (Abb. 2). Impulsmäßig bleibt — wie nach den Ausgangsgleichungen zu er- 
warten — aber auch die Zeilonsche Theorie (zumindest in Körpernähe vorn) nur eine 
Näherung. 


III. Es ergibt sich folgendes Schema: 








Grenzschichttheorie Prandtls Asymptotische Theorie Zeilons 
I 
Grundlage ' Annahme der Schicht bzw. der Energie- Vorhandensein von Kielwasserwirbeln 
dissipation längs einer Stromlinie auf wenig gekrümmten. angenom- 


menen Bahnen. Angzenommene Rand- 
bedingungen der Potentlalaufgabe 
am Körper 
Spezielle Annahme Druckverteilung Gleitintervalle 
Ergebnis Grenzschichtdicke, Ablösungsstelle Druckverteilung 


I) Aus der Besprechung Noethers von ÖOseens Hydrodynamik. Die Naturw. 1928, S. 560. 
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Die Theorien ergänzen sich hiernach in spezieller Annahme und Ergebnis viceversa, 
wenn in anschaulicher Weise an Stelle des Gleitintervalls die Grenzschicht treten würde. 
Dies folgt aber auch aus einer Diskussion darüber, in welchen Gebieten die Fehler der 
asymptotischen Theorie wirklich klein sind: sie kommt impulsmäßig einigermaßen in 
Ordnung, wenn man die »gewöhnliche« Potentialströmung mit Gleiten -auf der Vorderseite 
auf den Außenraum r > a + Ö beschränkt und die Zeilon-OÖseensche Vorstellung von 
einer der Wirbelströmung überlagerten Potentia'strömung im Kielwasser auf den Kiel- 
wasserraum in einiger Entfernung hinter dem Körper, wo keine merklichen Austausch- 
bewegungen mehr stattfinden, zur Kielwasserdruckbestimmung (etwa im Sinne eines Mittel- 
wertes einer stationären Betrachtung) benutzt. Es ist daher keine eigentliche » Vereinigung 
der Theorien, sondern nur eine gebietweise Abgrenzung vorgenommen worden. Man 
rechnet etwa zuerst mit der Zeilonschen Druckverteilung die Grenzschichtdicke und die 
Ablösungsstelle und ändert dann in zweiter Näherung die ursprünglichen Gleitintervall- 
annahmen gemäß der erhaltenen Lage der Ablösungsstelle und der dort vorhandenen 
Grenzschiehtdicke, bis genügende Uebereinstimmung zwischen beiden herrscht. Man kann 
auf diese Weise sowohl den Wert [= 1,2 sowie (= 0,3 und entsprechende Druckverteilungen 
erhalten. Auch die Stelle des größten seitlichen Unterdrucks stimmt gut mit den Ex- 
perimenten. 

IV. Man brauchte aber den Umweg über die mathematisch schwierigen, physikalisch 
nicht ganz befriedigenden Oseen-Zeilonschen Entwicklungen überhaupt nicht zu gehen, 
wenn man wüßte, wie das Gebilde: Körper + Kielwasser begrenzt ist, um das herum man 
lediglich »gewöhnliche« Potentialströmung anzunehmen brauchte, um ebenfalls die in 
erster Näherung der Grenzschicht zu imprägnierende Druckverteilang zu erhalten. Daraus 
folgte dann als zweite Näherung die Potentialstrrömung um das Gebilde: Körper + Grenz- 
schicht + Kielwasser, ähnlich wie zuvor. Hierbei bliebe aber der Kielwasserdruck un- 
bestimmt, es sei denn, daß man die Kielwassergrenze aus bestimmten Anordnungen von 
Potentialwirbeln im Kielwasser (»Wirbelstraßen« oder anderen Verteilungen) erst aufbaut, 
deren Impulstransport dann Aussagen auch iiber den Kielwasserdruck gestatten würde. 
Bei Annahme der Öseenschen Strömung folgt diese Grenze aber aus dem Potential- 
problem und der damit zusammenhängenden (mehr oder weniger willkürlich anzunehmenden) 


Form der Wirbelbahnen im Kielwasser und der Kielwasserdruck bestimmt sich — aller- 
dings auf Grund von physikalisch nur sehr rohen Annahmen — in einer mit dem Ex- 
periment merkwürdigerweise ibereinsiimmenden Größe. 928, 6 


7. Strömung im Außenraum zweier Kreise.') 
Von M. LAGALLY in Dresden. 


Gegeben sind zwei sich nicht schneidende Kreise X, und A, in der 2 Ebene; ge- 
sucht ist die Potertialströmung einer reibungslosen Flüssigkeit, welehe das Außengebiet A 
der beiden Kreise erfüllt. Die Strömnng soll im Endlichen überall singularitätenfrei sein, 
jedoch eine Geschwindigkeit w, im Unendlichen besitzen können. Das von der Strömung 
erfüllte Gebiet ist mehrfach und zwar nach Ausschluß des unendlich fernen Punktes drei- 
fach zusammenhängend; in die Lösung des Problems gehen somit zwei willkürliche Kon- 
stante ein, die man etwa dadurch bestimmen kann, daß man die Zirkulationen /\, und 7% 
um die beiden Kreise X, und K, vorschreibt. 

Um den analytischen Ausdruck für die Strömung zu gewinnen, führt man die der 
Begrenzung von A angepaßten bipolaren Konrdinaten ein und bildet mit ihrer Hilfe die 
2z-Ebene, in der die beiden Kreise liegen, in eine Z-Ebene ab. Die ganze 2-Ebene wird 
auf die Z-Ebene unendlich vieldeutig, aber bereits auf einen sich periodisch wieder- 
holenden, von zwei Parallelen zur X-Achse begrenzten Streifen von der Breite 2 7 ein- 
eindentig konform abgebildet. Als Bild des von der Strömung erfüllten Außengebietes A 
erscheint ein Rechteck, das den Bildpunkt des unendlich fernen Punktes der 2-Ebene, 
nämlich den Punkt Z=0 als inneren Punkt enthält. Dieser Punkt ist ein singulärer 
Punkt der Bildströmung, die dort einen irolierten Wirbelpunkt vom Wirbelmoment 
!— — (T, -+T‘,) und außerdem eine Doppelquelle enthält, deren Moment der Geschwin- 
digkeit w, proportional ist; sonst ist weder im Inneren noch auf der Begrenzung des 
Bildrechtecks ein singulärer Punkt vorhanden. Dagegen muß man, um die Bilder der 


I) Kurzer Auszug aus dem Vortrag. Die analytischen Ausführungen sollen unter dem gleichen 
Titel in dieser Zeitschrift erscheinen. 
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beiden Kreise, also die zur Y-Achse parallelen Seiten des Bildrechtecks zu Stromlinien 
za machen, weitere Singularitäten außerhalb des Bildrechtecks annehmen, welche in die 
Spiegelbilder des Punktes Z= 0 bezüglich dieser Geraden fallen. 

Die komplexe Geschwindigkeit W der Bıldströmung ist somit eine doppeltperiodische 
Funktion; das Periodenrechteck hat die doppelte Größe des Bildrechtecks. Da die Pole 
dieser Funktion nach Lage und Art bekannt sind, läßt sich W(Z) sofort als elliptische 
Funktion anschreiben, die bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Die Deutung 
dieser Konstanten gelingt, indem man etwa die Zirkulation /, vorschreibt; da bereits die 
Größe != — (I, + /%,) Verwendung gefunden hat, erkennt man, daß über die beiden 
Zirkulationen /ı, und /35 frei verfügt werden kann. 

Während die zur Y-Achse parallelen Seiten des Bildrechtecks Stromlinien sind, 
geht die Strömung durch die zur X-Achse parallelen Seiten hindurch. Und zwar ist der 
Fluß durch eine solche Seite gleich dem Fluß, der in der 2-Ebene zwischen den beiden 
Kreisen hindurchgeht. Die Legendresche Relation erlaubt, diesen Fluß als eine lineare 
Funktion der beiden Zirkulationen und der Geschwindigkeit im Unendlichen zu berechnen, 
die sehr einfache Koeffizienten besitzt; speziell ergibt sich für den Fall der zirkulations- 
freien Strömung und in anderen einfachen Fällen als wirksame Breite der Lücke zwischen 
den beiden Kreisen der Abstand der Nullpunkte des durch die beiden Kreise bestimmten 
Kreisbüschels. — 

Die Ergebnisse der Untersuchung lassen sich durch geeignete konforme Abbildung 
auf das Außengebiet von zwei beliebigen geschlossenen Kurven übertragen. Damit hat 
man die Grundlagen einer exakten ebenen Theorie eines Doppeldeckers mit Profilen von 
endlicher Dicke. Allerdings ist die genaue Durchführung der Abbildung auf das Außen- 
gebiet vorgegebener Profile praktisch unmöglich; leichter ist es, die Abbiliungsfunktion 
so zu wählen, daß man Bildkurven erhält, welche als Konturen der Tragflächen eines 
Doppeldeckers einigermaßen brauchbar sind und dem Joukowskischen Eindeckerprofil 
entsprechen. Von der Abbildungsfunkton ist zu verlangen, daß sie dem Punkt 2 = + 
der Ebene der beiden Kreise den unendlich fernen Punkt der Profilebene entsprechen 
läßt, und je einem Punkt Sı und S; der beiden Kreiskonturen einen Verzweigungspunkt 
zuordnet, während sie im ganzen Außengebiet von A regulär ist und weitere Verzwei- 
gungspunkte nur Punkten im Innern der beiden Kreise entsprechen dürfen. Den Punkten 
Sı und S, entsprechen dann scharfe Hinterkanten der beiden Profile. Um glattes Ab- 
strömen an den Hinterkanten zu erzielen, hat man $, und 8% in die hinteren Staupunkte 
der Sırömung um die beiden Kreise zu legen. Die Gleichung, die zur Bestimmung der 
Staupunkte dient, ist zwar in Z transzendent, reduziert sich aber auf eine algebraische 
Gleichung vom vierten Grad, wenn man als Unbekannte eine geeignete elliptische Funk- 
tion von Z einführt. 928,7 


8. Die Einwirkungen von Krieg und Inflation 
auf die mathematischen Grundlagen der deutschen Sozialversicherung. 
Von W. DOBBERNACK in Berlin. 


Die Umgestaltungen der deutschen Sozialversicherung seit Beginn des Krieges lassen 
sich einmal in dem starken Unterschied der Versicherungsaufwendungen, die von etwa 
1,4 Milliarden M. im Jahre 1913 auf rund 3,7 Milliarden RM im ‚Jahre 1927 gestiegen 
sind und in einer versicherungstechnisch vollkommen veränderten finanziellen Lage er- 
kennen. 

l. Die Versicherten. Zahlenmäßig hat die Masse der Versicherten einen 
beträchtlichen Zuwachs erfahren, wie er sich bereits aus einem Vergleich der Zahl der 
Erwerbstätigen zwischen der letzten Vorkriegszählung im Jahre 1907 und derjenigen des 
Jahres 1925 ergibt. Diese Erscheinung tritt in besonders starkem Maße in der Ange- 
stelltenversicherung hervor. Bei der Krankenversicherung ist noch zu berücksichtigen, 
daß vor dem Kriege etwa. 16 Mill. Versicherte und 4 Mill. Familienangehörige gezählt 
worden sind, während heute von den Trägern der Krankenversicherung etwa 20 Mill. 
Versicherte und 15 Mıll. Familienangehörige versorgt werden. 

Ueber die zukünftige Entwicklung der Versicherten lassen sich insofern einige 
Prognosen stellen, als man in der Lage ist, die Entwicklung der Zahl der erwerbsfähigen 
Personen vorauszubestimmen. Voraussichtlich wird sich diese Zahl im allgemeinen noch 
in den nächsten Jahren erhöhen, sich im Jahrfünft 1930 bis 1935 infolge des sich dann 
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auswirkenden Geburtenausfalls aus dem Kriege vorübergehend vermindern, um dann 
wieder anzusteigen, etwa 1950 ihr Maximum zu erreichen und dann infolge des ver- 
minderten Geburtenüberschusses abzusinken. Dieses Absinken wird verschieden beurteilt, 
jenachdem man annimmt, daß die Fruchtbarkeit gleich bleibt oder die Zahl der Lebend- 
geborenen gleich bleibt oder die eheliche Fruchtbarkeit in abnehmender Geschwindigkeit 
(etwa in Anlehnung an eine Parabel 3. Grades) sinkt. 

Die Einwirkung des Anwachsens der Versicherten auf die finanzielle Entwicklung 
der Sozialversicherung wird noch verschärit durch den Altersaufbau und die Geschlechts- 
verteilung der Versicherten. Geburtenrückgang und Sterblichkeitsverminderung bedeuten 
nämlich eine Altersanhäafung der Versicherten, und zwar nicht nur für die bisher ver- 
gangene Zeit, sondern auch nachweislich für die nächste und fernste Zukunft. Es läßt 
läßt sich z. B. feststellen, daß sich dıe Gruppe der 65jährigen und älteren Personen vom 
Jahre 1925 bis zum Jahre 1965 etwa verdoppeln wird. Diese Altersanbäufung ist um 
so beachtlicher, als die Generation, die gegenwärtig auf der Höhne der Fortpflanzungs- 
periode steht, sich aus den stark besetzten Geburtsjahren der Vorkriegszeit zusammen- 
setzt. Der Unterbau der Alterspyramide, der sich vor dem Kriege dauernd verbreitete, 
hat eine außerordentliche Verkleinerung erfahren. Die Bevölkerung des Deutschen 
Reiches aus dem heutigen Reichsgebiet war Mitte 1925 in allen Altersklassen größer als 
im Jahre 1910, ausgenommen die Altersgruppen 0—10, wo ein beträchtlicher Rückgang 
zu verzeichnen ist, und bei der männlichen Bevölkerung die Altersgruppen von 30—35, 
d.h. diejenige Alteragrenze, die während des Krieges den Hauptteil der Frontsoldaten 
stellte. Diese Erscheinung wird später ein stetig ansteigendes Mißverbältnis von Beitrags- 
zahlern und erwerbsunfähigen Personen zur Folge haben. In der Angestelltenver- 
sicherung tritt schwächere Besetzung der unteren Altersklassen und die Anhäufung in 
den hohen in stärkstem Maße bei den weiblichen Versicherten hervor, deren höchste 
Altersklasse (60— 65) vom Jahre 1960 an etwa mit der achtfachen Zahl besetzt sein wird 
wie im Jahre 1926. Bei den männlichen Versicherten wird diese Altersklasse dann etwa 
die 2’/sfache Zahl aufweisen. Die finanziellen Wirkungen der Altersanhäufung werden 
noch weiter verstärkt durch die beträchtliche relative Zunahme der weiblichen Ver- 
sicherten, die bekanntlich ein schlechtes Versicherungsrisiko darstellen. 


2. Die Leistungsempfänger. Die Altersanhäufung steht in engem Zusammen- 
hang mit der erhöhten Invaliditätsgefahr. Die Invaliditätsziiier, d. h. das Verhältnis der 
Invaliden zur Zahl der Versicherten beträgt z. Zt. etwa '/; gegenüber '/is im Jahre 1913. 
Die statistischen Ergebnisse der Vorkriegszeit ließen dagegen für die Gegenwart nur eine 
Invaliditätsziffier von '/ı;s erwarten. Nach den statistischen Entwicklungsgesetzen der 
Vorkriegszeit war für das Jahr 1926 ein Neuzugang von 190000 und eine Gesamtzahl 
von 1,4 Mill. Invalidenrenten zu erwarten. Tatsächlich sind aber etwa 260000 Invaliden- 
renten neu festgesetzt worden und es liefen im Jahre 1926 etwa 1,7 Mill. Der Unter- 
schied beruht einmal auf der Altersanhäufung, dann aber auch darauf, daß der körper- 
liche Widerstand der Versicherten abgenommen hat und die Rationalisierung der Wirt- 
schaft die Invalidenversicherung in gewissem Umfange zu einer Krisenversicherung 
gemacht hat. Außerdem muß man beachten, daß durch die Invalidenversicherung etwa 
70000 Kriegsbeschädigte, 90000 Kriegerwitwen und 30000 Kriegerwaisen versorgt werden. 

Wenn einerseits die Schadenswahrscheinlichkeiten in der sozialen Versicherung 
zugenommen haben, so haben andererseits die Ausscheidewahrscheinlichkeiten der Rentner 
durch Tod oder Reaktivierung abgenommen. Diese Tatsache, die als ein Spiegelbild der 
allgemein festzustellenden längeren Lebenserwartung anzusehen ist, belastet die Ver- 
sicherungsträger mit den Rentenzahlungen länger als früher. 


3. Das Finanzsystem. Der Beharrungszustand nach der Zahl der Renten wird in 
der Invalidenversicherung nicht vor dem Jahre 1960 und in der Angestelltenversicherung 
nicht vor dem Jahre 1990 zu erwarten sein. Wegen der in den Renten enthaltenen Steige- 
rungsbeträge wird der finanzielle Beharrungszustand noch beträchtlich später eintreten 
müssen. Für den Versicherungsmathematiker wären diese Tatsachen unbedenklich, wenn man 
in der Sozialversicherung wie vor dem Kriege das Anwartschaftsdeckungsverfahren für die 
Erhebung der Beiträge anwenden würde. Diesestheoretisch und praktisch einwandfreieste aller 
Deckungsverfahren ließ sich jedoch nach Beendigung der Inflation infolge der Vernichtung 
der Versicherungsreserven nicht mehr durchführen und man war gezwungen, das Umlage- 
verfahren einzuführen. Ein Uebergang vom Umlageverfahren zum Anwartschaftsdeckungs- 
verfahren ist aus wirtschaftlichen Gründen in der Invalidenversicherung unmöglich, da 
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wegen des hohen Rentnerbestandes Beiträge gefordert werden müßten, die alle Beteiligten 
nicht bestreiten könnten. Dagegen halte ich es in der Angestelltenversicherung ohne 
besondere Schwierigkeiten für möglich, das Anwartschaftsdeckungsverfahren wieder ein- 
zuführen. Eine versicherungs-mathematische Bilanz weist aus, daß die jetzt gültigen 
Beiträge zur Angestelltenversicherung um etwa 40 vH erhöht werden müßten, um diesen 
Versicherungszweig für alle Zukunft sicherzustellen. Hierbei ist zu beachten, daß die 
gegenwärtigen Beiträge um 20 vH nominal geringer sind als vor dem Kriege. Zieht man 
die Entwertung des Geldes in Betracht, so brauchte man also höchstens den Realwert 
der Beiträge der Vorkriegszeit zu erheben, um das vom Standpunkt des Versicherungs- 


mathematıkers erwünschte Ziel zu erreichen. 928,8 


9. Die versicherungsmathemalischen Grundlagen 
der deutschen Arbeitslosenversicherung. 
Von W. DOBBERNACK in Berlin. 


Während die Mathematik der Lebensversicherung zu einem gewissen Abschluß 
gelangt ist und die Mathematik der Sachversicherung sich seit längerer Zeit im Fluß 
befindet, tauchten ganz neue Probleme auf, als man nach dem Kriege daran gehen mußte, 
der Arbeitslosigkeit durch Versicherungseinrichtungen entgegenzuwirken. 

(Geht man von der Finanzwirtschaft der Versicherungsträger, insbesondere von der 
Aufbringung der Mittel aus, so handelt es sich für den Versicherungsmathematiker zunächst 
darum, das Totalrisiko, d.h. die Häufigkeit und Dauer der Schadensfälle im Zusammen- 
hang mit der Höhe der Versicherungslieistung zu messen. Bekanntlich ist aber das Risiko 
der Arbeitslosigkeit örtlich und zeitlich außerordentlich verschieden. Die örtlichen Ver- 
schiedenheiten werden zweckmäßig durch eine Beitragsgemeinschaft zwischen den einzelnen 
Versicherungsträgern egalisiertt. Die vom Gesetz vorgesehene beschränkte Risiko- 
gemeinschaft wäre daher besser darch eine vollkommene Zentralisation der Mittel, genau 
wie in der sozialen Invalidenversicherung, zu ersetzen. 

Die zeitlichen Unterschiede im Risiko der Arbeitslosenversicherung sind intensiver als 
bei allen anderen Versicherungsrisiken. Es genügt nicht, nur die Lage des Arbeitsmarktes 
an Hand der Arbeitsmarktstatistik zu verfolgen, sondern es ist notwendig, Klarheit über 
die jeweilige Stärke der einzelnen, die Arbeitslosigkeit beeinflussenden Faktoren zu 
suchen. Mit dem Studium dieser Faktoren begibt man sich in das Gebiet der dynamischen 
Statistik. Hier setzt die eigentliche Arbeit des Mathematikers ein. Für die Aırbeitslosen- 
versicherung besteht seine Aufgabe darin, die Kurven der Arbeitslosigkeit in ihre einzelnen 
Bestandteile und in die sich gegenseitig überlagernden Wellenbewegungen zu zerlegen. 
Es lassen sich nämlich folgende vier Komponenten unterscheiden: 

1. Saisonmäßige Schwankungen, 

2. säkulare Schwankungen, 

3. Konjunkturschwankungen, 

4. durch restliche Ursachen bedingte Schwankungen. 


Für die rechnerischen Bestimmungen der Saisonschwankungen und ihre Aus- 
schaltung halte ich die Personssche Methode für die Arbeitsmarktuntersuchungen für 
besonders tauglich. Ausgehend von dem Urmaterial, beispielsweise von den sogenannten 
Andrangsziffern, d.h. von der Zahl der Arbeitsgesuche anf 100 ofiene Stellen, die ich 
mit w bezeichne, werden zunächst verhältnismäßige Aenderungen von einem Monat zum 
anderen errechnet. Man erhält dann ein System von Gliedziffern g: 


J , „ 
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Diese Gliedziffern muß man zunächst daraufhin untersuchen, ob in jeder vertikalen 
Spalte hinreichend geringe Dispersion besteht und ob die Richtung der Schwankungen von 
einem Monat zum anderen hinreichend gleichmäßig ist. Trifft beides zu, so wird in den 
einzelnen senkrechten Kolonnen ein Mittelwert gebildet, und zwar empfiehlt es sich, den 
sogenannten erweiterten Medianwert zu nehmen, d.h. das arithmetische Mittel einiger um 
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den eigentlichen Medianwert liegenden Werte. Man konstruiert alsdann, indem man die 
einzelnen Medianwerte der Reihe nach multipliziert, die sogenannten Kettenwerte: 


kı kg . : R . : : kıs 


Bei einer rein saisonmäßigen Erscheinung müßte theoretisch der letzte Wert Xıs 
den Wert 1 ergeben. Das ist im allgemeinen nicht der Fall. Persons betrachtet diese 
Abweichung als eine säkulare Schwankung und korrigiert die Kettenziffern aufgrund 
einer geometrischen Verteilung des 'Trendfehlers auf die Kettenzifiern, indem er annimmt, 
daß die sogenannte Trendlinie, welche die säkulare Einwirkung angibt, ein Gerade ist, 
sodaß der Trend der Reihe einen gleichbleibenden Auftrieb verleibt. Man kann natürlich 
auch eine Korrektur in der Weise vornehmen, daß man die Kettenziffern durch Addition 
oder Subtraktion statt durch Division behandelt. Doch halte ich es für notwendig, die 
säkularen Schwankungen besonders zu erfassen, da man m. E. durch jene Korrekturen 
nur zufällige Schwankungen ausschaltet. 


Die korrigierten Kettenziffern sind als Normalmaß der Saisonbewegung noch nicht 
geeignet. Um die gewünschten Saisonindexziffiern zu erhalten, muß man noch jede 
korrigierte Kettenzifier in Prozenten des arithmetischen Mittels aus den 12 Kettenziffern 
ausdrücken. Auf diese Weise werden die gewünschten Saisonindices gewonnen, die man 
als zahlenmäßige Ausdrücke für die Abweichung der tatsächlich für den betreffenden 
Vorgang typischen Monatswerte von den durch Saisonschwanknngen nicht beeinflußten 
Durchschnittswerten anzusprechen hat. Durch Division der Ursprungswerte durch die 
Saisonindexziffern gelangt man zu den von den Saisonschwankungen bereinigten Kurven- 
werten. 


Bei dieser Methode ist vorausgesetzt, daß die Saisonwellen in dem Untersuchungs- 
zeitraum ein starres System bilden, während in der Praxis der Fall meist so liegt, daß 
die Saisonwellen als solche wiederum säkular schwanken. Auch aus diesem Grunde halte 
ich es für erforderlich, die säkularen Schwankungen besonders festzustellen. 


Die Ermittlung der säkularen Schwankungen geschieht durch Aufsuchung einer 
Trendkurve, der man eine beliebige Funktion zugrunde legen kann, und zwar eine Funktion 
von sogenannten Zeitwerten, die man den Ursprungswerten zuordnet. Die Auswertung der 
Parameter geschieht mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate. Im allgemeinen dürfte 
es ausreichen, eine parabolısche Funktion dritten Grades za wählen. Dividıert man dann 
die Trendabweichungen durch die entsprechenden Trenrdwerte, so erhält man die vom 
Trend bereinigten Werte. Auch hier ist die Subtraktion der Trendwerte von den Ursprungs- 
werten zulässig. 

Nach Ausschaltung der saisonmäßigen uud säkularen Schwankungen bleibt als 
Rest eine Kurve, die im allgemeinen die Konjunkturschwankungen wiedergibt. Um 
über den Verlauf der Konjunktur noch näheren Aufschluß aus dieser Restkurve zu 
erhalten, ist es erforderlich, sie mit anderen Wirtschaftskurven zu vergleichen, und zwar 
mit Hilfe von dvnamischen Korrelationskoeffizienten. Gelingt es, eine Korrelation zwischen 
der Arbeitsmarktkurve und einer anderen Wiırtschaftskurve herzustellen, die von dem 
Konjunkturverlauf empfindlicher und womöglich noch früher beeinflußt wird und wobei 
zwischen beiden Kurven eine annähernd gleichbleibende Phasendifferenz festzustellen ist, 
so kann man für eine gewisse Zeit für den Arbeitsmarkt Konjunkturprognosen anstellen. 
Praktisch sind derartige Untersuchungen bereits mit Erfolg durchgeführt worden. 928, 9 


10. Fehlertensoren und Fehlerübertragung.') 
Von A. BASCH in Wien. 


Unabbängig von der Voraussetzung einer bestimmten Form des Fehlerverteilungs- 
gesetzes kann die Genauigkeit eines durch Beobachtungen irgendwelcher Art bestimmten 
Skalars X durch den mittleren Fehler 4#,. gekennzeichnet werden, dessen Quadrat durch 
den im Sınne der Wabrscheinlichkeitsrechnung definierten Mittelwert 


u. —= NM (r?) = /w(z)a?dr 


I 


'; Vergl. A. Basch, Die Fehlertensoren und das Fehlerübertragungrgesetz der vektoralgebraischen 
Flementaroperationen. Sitzungsberichte der Akademie Wien, Abt. ITa, 137. Bd. S. 583 bis 598, 1928. 
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gegeben ist. Hierbei bedeutet x einen Fehler, (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte für 
sein Auftreten. Die Genauigkeit des Vektors X mit dem Fehler v im Raume beliebiger 
Dimension (n) ist durch seinen Fehlertensor 

T-M(u;n 
gekennzeichnet. Darin bedeutet a;b das Gibbssche dvadische Produkt der Vektoren 
a und b und das Symbol NM] soll andeuten, daß jede Komponente von 7' durch Integration 
der entsprechenden mit w (rt) multiplizierten Komponente von t;t über den ganzen n-dimen- 
sionalen Raum entsteht. Durch linksfaktorielle und rechtsfaktorielle Multiplikation mit einem 
Einheitsvektor c entsteht das mittlere Fehlerquadrat 


u „° = ( T L 
der Vektorkomponente in der durch < gegebenen Richtung. Die Hauptglieder des l"ehler- 
tensors sind die n mittleren Fehlerquadrate, die Seitenglieder die '/;n (n — 1) mittleren 
Fehlerrechtecke der Koordinatenrichtungen. Durch das Hyperellipsoid 


vkoTyv—R=0 
(R bedeutet hierbei die Determinante von 7',%ko I’ den konjugierten Tensor), das als 
"ehlerhyperellipsoid bezeichnet wird, sind die mittleren Fehler der verschiedenen Rich- 
tungen geometrisch gegeben und zwar als die Beträge der Lote, die aus dem Bezugs- 
punkt auf die zu der betreffenden Richtung normale Tangentialhyperebene gefällt werden. 


Liegt ein Svstem von n durch Beobachtungen irgendwelcher Art bestimmter Skalare 
vor, so kann man dieses System von Zahlen durch einen Punkt oder durch einen Vektor 
im n-dimensionalen Raume deuten, dessen Genauigkeit durch den Fehlertensor gekenn- 
zeichnet und geometrisch durch das mittlere Fehlerhyperellipsoid versinnbildlicht werden 
kann, line Funktion der Skalare kann als Ortsfunktion gedeutet werden. Der mittlere 
ehler dieser Funktion ist der Betrag des Unterschiedes des l"unktionswertes, in dem 
durch die Skalare als Koordinaten bestimmten Punkt und in einer Niveauhyperfläche, 
die das den Punkt als Mittelpunkt umgebende mittlere Feblerbyperellipsoid tangiert. 
Die Funktion wird infolge der Voraussetzung der Kleinheit der Fehler durch eine lineare 
"anktion, die Niveauhvperfläche infolgedessen durch eine Niveauhyperebene approximiert. 

Wird der in seiner (senauigkeit durch den Fehlertensor 7’ gekennzeichnete Vektor 


der afiinen Transformation D unterworfen, so besitzt der transformierte Vektor den 
Fehlertensor 


T-®T®,, 


wobei ®. der zu " konjugierte Affinor ist. Das mittlere Fehlerhyperellipsoid macht aber 
bloß die Transformation ® durch. 


Für den Fehlertensor 7'= einer Linearkombination © = Fa, u fehlerhafter 
| 
Vektoren, deren Fehler aber voneinander korrelativ unabhängig sind, ergibt sich eine 
Regel, die dem Fehlerübertragungsgesetz korrelativ unabhängiger Skalare vollkommen 
analog ist. Es ist nämlich 


Is = Ztu’lo: 
| 
Der mittlere Fehler u... des Skalarproduktess S= AD ist im Falle der korrelativen 
Unabhängigkeit der Fehler von A und ®B gegeben durch 


= BITAB+ATEN, 
wobei 7‘ bzw. 7’& die Fehlertensoren der Vektoren A bzw. B sind. Es läßt sich zeigen, 
daß die Vektoren X und B hierbei so behandelt werden können, als ob sie an die durch 


WA und B bestimmte Ebene gebunden wären. Ihre außerhalb dieser Ebene liegenden 
Fehleranteile beeinflussen den mittleren l’ehler des Skalarproduktes nicht. 


Im dreidimensionalen Raum ist der mittlere l’ehlertensor 7’; des Vektorproduktes 
5 —= [AB] (wieder korrelative Unabhängigkeit der Fehler der Vektoren X und ®B voraus- 
gesetzt) 
I’ — BTad- AUTeN ’) 


I) Die Unterklammerung des Vektorsymbols A bzw. DB bedeutet, daß dieser Vektor mit einem 
nachbarlich angeschriebenen auf äußere Art (vektoriell) zu multiplizieren ist. (Vergl. J. Spielrein, 
lwehrbuch der Vektorrechnung. 2. Auflage, Stuttgart 1926. 
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woraus sich auch eine konstruktive Bestimmung des mittleren Fehlerellipsoids des Vektor- 
produktes aus den mittleren Fehlerellipsoiden der Faktoren ergibt. Sind die Vektor- 
faktoren an die durch sie bestimmte Ebenen gebunden, so folgt der mittlere Fehler des 
Vektorproduktes oder der durch die Vektoren bestimmten Parallelogrammfläche aus einer 
einfacheren Regel. Sein Quadrat ist gleich der Summe der Quadrate der Inhalte von 
zwei l’lächenstreifen, von denen jeder eine Länge vom Betrage des einen Vektors und 
als Breite die halbe senkrecht zu diesem Vektor gemessene Stärke der mittleren Fehler- 
ellipse des anderen \Vektors besitzt. Hieraus ergibt sich auch auf einfache Weise die 
Regel für den mittleren Flächenfehler eines Polygonzuges in der Ebene, dessen Eckpunkte 
ungenau bestimmt sind, wobei wieder vorausgesetzt wird, daß die Fehler der einzelnen 
Kekpunkte voneinander korrelativ unabhängig sind. Das Quadrat des mittleren Flächen- 
fehlers ist gleich dem vierten Teile der Summe der Quadrate von Flächenstreifen, von 
denen jeder einzelne von der Fehlerhaftigkeit eines Eckpunktes beeinflußt ist. Die Länge 
eines solchen Flächenstreifens ist gleich der Verbindungsstrecke der beiden diesem Punkte 
benachbarten Punkte, seine Breite ist gleich der halben senkrecht zu dieser Strecke ge- 
messenen Stärke der mittleren Fehlerellipse des betreffenden Eckpunktes. 928, 10 


11. Probleme der Mehrfachkorrelation. 
Von FE. BAUR in Berlin. 


Von den Gleichungen, welche das Abhängigkeitsgesetz stochastisch verbundener 
Veränderlichen kennzeichnen, ist auch im Falle der Mehrfachkorrelation d. h. der sto- 
chastischen Verbundenheit von mehr als zwei Variablen die Beziehungsgleichung 
für den Forscher von besonderer Wichtigkeit. Wir verstehen darunter denjenigen ana- 
Ivytischen Ausdruck, mit welchem die bedingte mathematische Erwartung einer Veränder- 
lichen X), als Funktion der bedingenden Werte der mit ihr stochastisch verbundenen 
Veränderlichen Xı, Xa ..... X, dargestellt wird. Wie die Koeffizienten linearer 
Beziehungsgleichungssysteme schrittweise mit Hilfe der sogen. partiellen Korre- 
lationskoeflizienten berechnet werden können, ist bekannt. Eine übersichtlichere Dar- 
stellung der Zusammenhänge zwischen den Koeffizienten der Beziehungsgleichungen, den 
gewöhnlichen Korrelationskoeffizienten und dem totalen Korrelationskoeflizienten läßt sich 
aber unter Benützung der Leehrsätze der Determinantentheorie gewinnen. 

In grundsätzlich ähnlicher Weise können auch die Beziebungskoeffizienten für 
nicht-lineare Beziehungsgleichungen mehrerer stochastisch verbundener Ver- 
änderlichen bestimmt werden, soferne die Funktion der n bedingenden Veränderlichen, 
welche die bedingte mathematische Erwartung der (n + 1)-ten Veränderlichen darstellt, 
eine ganze rationale Funktion ist. Beschränkt man sich auf den Fall, in welchem 


alle Glieder der ganzen rationalen Funktion immer nur eine Veränderliche enthalten, die 
Beziehunpgsgleichung also von der Form 


E\ (to o+Iatit.. Fat Hat... (rt rt + On” (1) 
ist, so treten in den Determinanten nur höhere r-Parameter als Elemente auf, während 
für den allgemeinsten l"all ganzer rationaler Funktionen mehrerer stochastisch verbundener 
Veränderlichen zur Erreichung einer übersichtlichen Darstellung die Definition einer 
neuen Gruppe von Parametern erforderlich ist. 

Für die dem totalen Korrelationskoeffizienten entsprechende Maßzahl für nicht-lineare 
stochastische Zusammenhänge wird die Bezeichnung Korrelationsindex K eingeführt. 
Im Falle des Bestehens einer Beziehungsgleichung von der Form (1) ist 

K’ail-— E 
Iı: 
I bezeichnet dabei eine Determinante, deren sämtliche Elemente aus gewöhnlichen 
Korrelationskoeflizienten und höheren r-Parametern bestehen. Jh ist diejenige Minore, 
welche aus der Determinante / durch Streichung der 1. Zeile und 1. Spalte hervorgeht. 
Wenn die ausgewählte Form der Beziehungsgleichung mit der wahren Beziehungs- 
eleichung identisch ist, ist der Korrelationsindex unmittelbar ein Maß für die Strammheit 
der stochastischen Verbundenheit von X, mit X, bis X. 

In vielen Fällen ist es von Vorteil, statt die bedingte mathematische Erwartung 
einer Veränderlichen als Funktion der bedingenden Werte aller anderen Veränderlichen 
darzustellen, die bedingten Abhängigkeitsgesetze zu betrachteu, also z. B. bei der 
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stochastischen Verbundenheit von 3 Veränderlichen die Abhängigkeitsgesetze zwischen X) 
und X,, wenn die Veränderliche X, der Reihe nach ihre möglichen Werte annimmt. Die 
Zusammenhänge dieser bedingten Abhängigkeitsgesetze mit dem sämtliche Veränderlichen 
enthaltenden Beziehungsgleichungssystem bieten eine Fülle neuer Probleme. 

Eine sehr wichtige Aufgabe der Korrelationsrechnung liegt auch in der praktisch 
häufig auftretenden Frage, welchen Anteil jede einzelne von n Veränderlichen an den 
Schwankungen einer mit ihnen stochastisch verbundenen (r —+- 1)-ten Veränderlichen hat. 
Diese Frage tritt im Falle des stochastischen Zusammenhanges deswegen auf, weil ja 
die als abhängige betrachtete Veränderliche im allgemeinen nicht mit jeder der übrigen 
Veränderlichen gleich stramm verbunden ist und weil diese wieder unter sich in ver- 
schieden hohem Maße mit einander verbunden sind oder wenigstens sein können. Die 
Lösung dieser Aufgabe wird für den Fall linearer Beziehungsgleichungssysteme gegeben. 

Schließlich wird noch der Problemkreis kurz erwähnt, der aus der Aufgabe ent- 
springt, die Fehler abzuschätzen, die wir beeehen, wenn wir die aus empirischem 
Beobachtungsmaterial abgeleiteten Maßzahlen den eigentlich gesuchten apriorischen Maß- 
zahlen gleichsetzen. Die Hauptschwierigkeit der Bestimmung der systematischen und 
zufälligen Fehler der Maßzahlen der empirischen stochastischen Abhängigkeitsgesetze liegt 
darin, daß die meisten Maßzahlen die Form von Quotienten haben und daß es bis jetzt 
nicht gelungen ist, die mathematische Erwartung von Quotienten allgemein genau be- 
rechnen zu können. Diese Schwierigkeiten müssen überwunden werden. Die bisher bei 
der Bestimmung der Fehler der empirischen Maßzahlen fast stets gemachte Annahme, 
daß die Beobachtungsreihen die Gaußsche Verteilung aufweisen, darf nur als ein Sonder- 
fall betrachtet werden; denn bei der Mehrzahl der für eine korrelationstheoretische Unter- 
suchung in Frage kommenden Erscheinungen ist jene Voraussetzung nicht einmal an- 
nähernd erfüllt. 928, 11 


12. Einige Bemerkungen über die Theorie des Preises 
in der theoretischen Nationalökonomie. 
Von F. BÖHM in München. 


Ueber den im folgenden zu betrachtenden Markt werden folgende allgemeine 
Voraussetzungen gemacht: 


1. Vollkommenes stabiles Gleichgewicht: Konstanz des erzielten Preises 
während der Zeiteinheit (1 Jahr) für alle Artikel, Gleichheit der Gesamt- 
produktion mit der Gesamtkonsumption. 

2. Alle Individuen betreiben ihre wirtschaftlichen Handlungen nach dem Prinzip 
der größten Befriedigung. 

3. Einkauf und Verkauf erfolgen in völlig freiem Wettbewerb und beein- 
flussen den Preis nicht. 

4. Die Güter seien nach Maß, Gewicht oder Zahl verkäuflich und verlieren 
durch Teilung nichts von ihrem wesentlichen Charakter. 

. Die Wertschätzung des Geldes sei unabhängie von dem momentanen 
Vermögen. 


ID 


en 


1. Teile Die Gesamtkurven: 
Kosten-, Nützlichkeits-, Angebots- und Nachfragekurven. 


A. Die Hauptkurven. 1. Die Gesamtkostenkurven: Definition: Unter den 
Herstellungs- oder Selbstkosten einer bestimmten gesamten Jahresmenge & des Artikels A 
verstehen wir den geringsten Geldbetrag yı, welchen die Produzenten dieses Artikels 
insgesamt erhalten müssen, um ohne Nachteil die Menge *% herstellen zu können. 


a) f(0)=0, 


Eigenschaften der Kur- b) /)D>f a), wenn >&, f@)D>o0 


ve yı — f(%), definiert 


n dbS8 Sk. ce) fR)>#, >» > Im, fFw)>», wenn Im 
fa) >f(M), » m >, f'(&)>0 (konvexe Kurve) 

2. Die Gesamtnützlichkeitskurve: Definiton: Unter der Nützlichkeit einer be- 
stimmten gesamten Jahresmenge x des Artikels A verstehen wir den höchsten Geld- 
betrag ,ys, welchen die Konsumenten dieses Artikels insgesamt ohne Nachteil für diese 
Menge X aufwenden können. 





+)(,% 
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a) g(0)= 0 
b) no <r<rm„.: g&)>g(&), wenn, >r, ga)>o0 
Figenschaften der Kurve J (En) = 0 
y = g(%), definiert in In 2, <z <a: g@)<p, g\la)=0 
I>rZ2b: in a<re<b: g(%) 0 
ec) g(X%) > 2, wenn —>b, g(t)>—-», wenn ?—b 
0) y (m) <g'(&ı), x, >%&, g (X) <o (konkave Kurve) 
B. Die abgeleiteten Kurven. 1. Die Gesamtangebotskurven: Ableitung 


aus der Kostenkurve: Zerlegen wir die Gesamtmenge % in lauter gleiche Teile Ax, 
so wird beim Verkauf der Menge x zu einem festen Preis jedes Teilchen J% den- 
selben Erlös bringen. Da aber die Herstelluneskosten 4 ,, eines solchen Teilchens J x 
immer mehr wachsen, kann nur eine Menge x hergestellt werden, deren letztes Teil- 
chen Jx beim Verkauf noch gerade seine Herstellungskosten deckt. 

Der gesamte Erlös E ergibt sich aus der Proportion: E:2e = Jyı:Jx. KEist 
der geringste Betrag, um den die Menge x gerade noch angeboten werden kann. In 
der Grenze erhalten sie als Gleichung für die Angebotskurve: = y' =x: f(@)=/(k). 

2. Die Gesamtnachiragekurve. Ableitung ans der Nützlichkeitskurve: Jedes 
Teilchen /x der Menge &, die zu einem festen Preise aufgenommen wird, erfordert 
denselben Aufwand. Der Aufwand für das letzte Teilchen Jx muß gerade noch 
die Nützlichkeit / y» dieses Teilchens erreichen, damit die Menge x konsumiert wird. 
Der Gesamtaufwand A ergibt sich aus der Proportion: A: = Ayı:Jx; A ist der 
höchste Betrag, um den die Merge x von den Konsumenten insgesamt aufgenommen 
oder nachgefragt wird. 

In der Grenze erhalten wir als Gleichung für die Nachfragekurve: 


3 


yp=Xry =ıtg()=g (X 
Die Eigenschaften der abgeleiteten Kurven ergeben sich aus denen der Hauptkurven; 
für Punkte mit der gleichen Abszisse x ist der Radius-Vektor der abgeleiteten Kurve 
parallel zur Tangente der Hauptkurve. Im Nullpunkt haben beide Kurven dieselbe 
Tangentenrichtung; außerdem besitzen beide Kurven dieselbe Asymptote; der ÖOrdinaten- 
unterschied zwischen abgeleiteter Kurve und Hauptkurve nimmt beständig zu. 

(, Die Ermittlung des tatsächlich erzielten Preises: Liegt, wie anzu- 
nehmen ist, im Nullpunkt die Tangente der Nachfragekurve über der Tangente der An- 
ebotskurve, so können sich beide Kurven in dem betrachteten Intervall nur noch ein- 
mal schneiden. Im Schnittpunkt S sind Angebot und Nachirage gleich dem wirklichen 
Jahresumsatz y., die zugehörige Menge x, ist der wirkliche Jahresabsatz. Der Quotient 


y.'%, ist der tatsächlich in diesem Jahr auf unserem Markt erzielte feste Preis p für den 
. Us fi . . . ’ . . . . . * s ® 
Artikel A: p  —te0; die Linie OS ist die Preislinie; ihr parallel sind die Tangenten 
Ru 

sowohl der Kosten- wie der Nützlichkeitskurve in den Punkten mit der Abszisse %.,. 
Für .r, hat die Diiierenz y» — yı ihr Maximum, ebenso ihre beiden Komponenten 9» —xtgV 
und zted”— yı; sowohl der Nutzen der Konsumenten insgesamt, wie auch der Nutzen 
der Produzenten insgesamt ist für den erzielten Preis ein Maximum; die umgesetzte 
Menge x, ist die angemessenste Menge. 


D. Die einfachsten Kurventypen, welche die obigen Eigenschaften besitzen: 
I. für die Kostenkurve: 
| 


E; u 8, 
De „ Im Intervall 0 <x&<e. |[gleichseitige Hyperbel|; 


2. für die Angebotskurve: 


eo; ! 2 \ [durchaus konvex, was allgemein die 
yı — ‚im Intervall o<ae<e 2 - ' 
e— 1)? ! Angebotskurve nicht zu sein braucht; 
3. für die Nützlichkeitskurve: 
7 l 47 . r . * . 
y = ; im Intervall 0 < x <Db [Hyperbel mit Asymptoten-Winkel: 45°]; 
) Mn 


4. für die Nachfragekurve: 
» (bh a)\ , 
“ — > ) ‘ i) mp « } 
y—xlı | im Intervall a ). 
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x, ist die einzige in Betracht kommende Wurzel der Gleichung: 


b— x)’ =(c— x)’ (x? — 2bx-+ab); 
für die speziellen Werte a=35, b=4, c—=2 läßt sich mit Hilfe von Loogarithmen rasch 
und mit großer Annäherung für die Gleichung: (4 — 2)? = (2? — r)’(6 — x) die Wurzei 


x, = 0,734896 10 -= 32°} ermitteln. 


2, Teil: Die Kombination der Einzelkurven zur Gesamtkurve. 


A. Die Einzelkurven: Wir nehmen an, daß sich auch für jeden einzelnen 
Produzenten und Konsumenten solche Kurven aufstellen lassen, die den allgemeinen 
('harakter der Gesamtkuıven haben und sich nur durch die Parameterwerte von diesen und 
voneinander unterscheiden. Es erhebt sich nun sofort die Frage nach der Kombination 
verschiedener Einzelkurven zu einer Gesamtkurve. 


4. > . i i ‚roduzierte ’ } 
B. Definition der Kombination: Die gesamte Menge ist gleich 
xonsumierte 
. a m. Kosten, Angebot 
der Summe der zugehörigen Einzelmengen und der gesamte Betrag .. Ba: 

“ Nützlichkeit, Nachfrage 
ist gleich der Summe der entsprechenden Einzelbeträge. Unter »zugehörig« verstehen 
wir »zu demselben Preis gehörig«. Die Kombination erfolgt also für die Hauptkurven 
nach Punkten gleicher Tangentenrichtung und für die abgeleiteten Kurven nach Punkten 
auf dem gleichen Radiusvektor. 

(‘. Allgemeine Sätze: 

I. Für die Hauptkurven: Sind y, = f, (xz,) die Einzelkurven =1,?2,.. n, dann sind 
durch die Forderung fy(x,)=t die Punkte ®,, y, gleicher Tangentenrichtung ? ein- 
ander eindeutig zugeordnet; ist X — Ir, die Abszisse und Y—= X f, (x,) die zugehörige 

Ordinate der Gesamtkurve, so erhalten wir ohne weiteres die Gleichung derselben: 

Y=F(X). 

Es gelten die Sätze: 


re Br au Die Gesamtkurve hat im Punkte X die- 
F(x)= ax = fı (w,) 2 e =? selbe Tangentenrichtung ? wie die Ein- 
| zelkurven in den zugehörigen Punkten %,: 
a dx Die Gesamtkurve ist im Punkt X 
F'(x)= —.- fy (&,)° ; — fy" (x,) { schwächer gekrümmt als jede Einzel- 


kurve in dem zugehörigen Punkt %,; 
2, für die abgeleiteten Kurven: Sind y, —%,'fJ (x,) die entsprechenden Einzelkurven 


v—1,2...n, dann sind durch NY —f, (z,)=t die Punkte auf dem gleichen Radius- 


Ly 
vektor (Neigung ?) einander eindeutig zugeordnet: 
Die Gesamtkurve der abgeleiteten 
Y=2y,=t: 22,=-tX\=F(X) X=F(X). (Kurven ist die abgeleitete Kurve 
' der Gesamtkurve der Hauptkurven. 

D. Die Folge von zusammengesetzten Kurvenstücken: Es ist aber nun 
nicht schlechthin gestattet, diese aus der Zusammensetzung aller Einzelkurven resultierende 
Kurve als die tatsächliche Gesamtkurve zu bezeichnen, denn eine im Wesen des Problems 
liegende Eigentümlichkeit ergibt als solche Gesamtkurve eine Folge von immer stärker 
zusammengesetzten Kurvenstücken. 


1 


ı. Die Kostenkurven seien nach zunehmenden Tangentenrichtungen f, im Null- 
punkt angeordnet. Die 1. Kurve gilt solange allein, als f# 21; erst wenn t=h, 
kann eine Mitbeteiligung des zweiten Produzenten in Frage kommen; für % <t<t;z gilt 
dann die Zusammensetzung aus Kurve I und Kurve 2; für 43 <?<Tt, gilt dıe Zusammen- 
setzung aus 1, 2 und 3 usf. Die auf diese Weise sich ergebende Gesamtkurve ist also 
eine Folge von immer stärker zusammengesetzten, damit aber auch immer weniger ge- 
krümmten Kurvenstücken, die aneinander tangential anschließen. Der lormcharakter 
der Kostenkurve bleibt erhalten: beständiges Ansteigen von Kurve und Tangente, Kon- 
vexität im ganzen Intervall. 


2. Aehnlich ist es bei den Nützlichkeitskurven, die nach abnehmenden Tan- 


gentenrichtungen im Nullpunkt angeordnet seien. Die sich ergebende Folge von Kurven- 
stücken behält den Formcharakter bei: Ansteigen zu einem Maximum, daraufhin be- 









































TE SE TE UnDE wre 





2 R Ztschr. f. angew. 
442 Vorträge der Hamburger Versammlung Math. und Mech. 


ständiges Abnehmen der Ördinaten, beständiges Abnehmen der Tangentenrichtung, Kon- 
kavität im ganzen Intervall. 

3. Aus der Art der Zusammensetzung der Hauptkurven ergibt sich zwangläufig 
auch die der abgeleiteten Kurven. Die abgeleiteten Kurvenstücke schließen nicht 
tangential aneinander an, sondern bilden Ecken, die im Falle der Angebotskurven mit 
ihrer Spitze von der + xX-Achse abgewandt, im Fal!‘ der Nachiragekurven ihr zugewandt 


sind. In einer solchen Ecke folgen aufeinander Richtungen des Radiusvektors, der 
s ansteigend \ Angebots- „, 
Anfangstangente von (C', und der Endtangente von C;-ı: bei der - Kurve 
absteigend Nachfrage- 


3. Teil. Die analytische Durchführung der Zusammensetzung 
für die einfachsten Kurventypen. 


A. Die Hauptkurven: 1. Die Kostenkurven: Um die Aufgabe vollständig 


n e r | 1 
durchführen zu können, nehmen wir an, daß alle Einzelkurven der Schar „=/(&, ce) — 


o 


angehören mögen und daß sie nach abnehmenden c, geordnet seien: cı > ca > 0; > > Cu$ 
dann liegt jede folgende Kurve in dem betrachteten Intervall vollständig über jeder vor- 
hergehenden. Die Kurvenschar besteht aus lauter identischen, gleichseitigen Hyperbeln 


durch den Nallpunkt. Die zugehörigen Punkte gleicher Tangentenrichtung liegen auf 


1 N 
der Schar y= gleichseitiger Hyperbeln. 
[ dr x 
” P . 2 4 . 4 k° k 1 
Die Zusammenfassung der ersten k-Kurven ergibt: = | 2 ebenfalls 
\ - Er 
= 0o9—5 


eine gleichseitige Hyperbel aber mit 1/* Krümmung. 


Die Folge von Kurvenstücken ist dadurch gegeben, daß diese Kurve ( „in dem Intervall 
' k kl 


. > « . . ” 1 1 y 1 1 
er! <.8 (ow — 41) gilt; gleichzeitig ist 2 (— - )ZzmZ 3( — —); der 
1 Ck Cy 1 Ck+1 Cy 
tangentielle Anschluß an (,-ı geschieht in der Richtung /,—= 1/c,” (der kten Einzelkurve 
im Nullpunkt). 
. v . . r. . N TI — LE 
2, Die Nützlichkeitskurven: Wir nehmen in der Schar „= — den Para- 
| ee 


meter 5b als konstant an; wir erhalten dann eine Schar ähnlicher Hyperbeln mit einer 
gemeinsamen Asymptote, während die anderen Asymptoten zu dieser unter 45° geneigt 
sind; alle Kurven gehen durch den Nullpunkt. Führt man roch «,?—=b—.a, ein, so 


.. . . m ay*%*b 
können die Einzelkurven y, =T, + 4@,° — nach zunehmenden «, geordnet werden: 
0 <a <a <,,..e,; dann liegt im betrachteten Intervall jede folgende Kurve vollständig 
unter jeder vorhergehenden, Die zugehörigen Punkte gleicher Tangentenrichtung / liegen 
auf der Parabelschar: x° (1 t) -bxzt—by=0; jede Parabel geht durch den Nullpunkt 
6’ b ® [1 
und den Punkt ‚ ihre Achse ist parallel zur y-Achse. 


Y b 


] (2 a) © 
© ) 


Die Zusammensetzung der ersten k-Kurven ergibt 7. = er 0? — - gleich- 
1 k’b—: 
falls eine der Einzelkurven ähnliche Hyperbel mit einer Kriimmung 1», die bestimmt 
’ 1 1 1 ( 1/e:: Krümmung der C, im 
ist aus der Proportion: —_ en 8 Ci 
oe 0 x ar ( entsprechenden Punkt. \ 


Die Folge von Kurvenstücke n ist dadurch gegeben, daß das (2 — I)te und das “te 
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tial in der Richtung f, = 1-— m ı der #ten Einzelkurve im Nullpunkt} anschließen. 


B. Die abgeleiteten Kurven: 1. Die Angebotskurven: Führt man die Richtung 
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ys x, »t und die resultierende Kurve <= ec, — ‚m—$-l ———, Das (x —1)% 
1 4 . er 2 
| (2 Cy &) 
1 
x c 
und #'° Kurvenstück trefien sich in der Ecke = (ce, — 0), =S'h= 
- a 
’ . gi ayıb 
2. Die Nachfragekurven. » ‚inzelkurve: 7,—b- | ww =%rrt; 
Yı-ı 
W V. 
Scay*b b (3 a,)°® 
. "ei 1 . l y 
resultierende Kurve: S—=x%'b — ‚m =t$t= | — —— I$ 
1—1t \ K+b— 


Das # — 1'% und «'* Kurvenstück trefien sich in der Ecke: 
W. V. 
y Oy y As = 
E- B2(ı — ). „= &(1 — )-8-t, 
1 Ay 1 Ay 
? ’ a . & d e , konvexen 
Die abgeleiteten (sesamtkurven erleiden in den Ecken eine Unterbrechung ihres En 
onKkaven 
Charakters, der durch gemeinsame Tangentenstücke wieder hergestellt werden kann. Diese 
Frage und der Fall sehr vieler Einzelkurven sollte noch weiter untersucht werden. 


Literatur: Auspitz und Lieben, Untersuchungen über die Theorie des Preises, 
Leipzig 18839 (für den 1. und 2. Teil, abgesehen von 1D). 
Für die damit eng zusammenhängende Frage des Grenznutzens: 
Irving Fisher: Mathematical Investigations in the theorv of value and prices. New 
Haven 1925. 
—: A statistical method for measuring »marginal utility« etc. Economic essays; Mac- 
millan Co. 1927. 
Ragnar Frisch: Sur un probl@me d’@conomie pure 1926. Norsk mat. for, Skriften I, 16. 
928,12 


13. Über die Zugdiagonalenfelder in dünnen Blechen. ') 
Von H. WAGNER in Danzig 


Ein zur Aufnahme von (Juerkräften und Biegungsmomenten geeigneter Blechwand- 
träger besteht aus zwei Holmen, einem Stegblech und aus Vertikalstäben, welche die 
beiden Holme verbinden und das Stegblech versteifen. 

Führt man nun das Stegblech sehr dünnwandig aus, so knickt es bei Belastung 
schon bei ganz geringen Schubspannungen aus, indem es schrägliegende Falten bildet. 
Man kann jedoch nach dem Ausknicken die Last noch erheblich weiter steigern, z. B. auf 
das 1000-fache, obne daß der Träger zusammenbrechen würde und ohne daß die Falten 
eine übermäßig starke Unebenheit bilden würden. Mit dem Spannungszustand in so einem 
ausgeknickten Blech wollen wir uns nun befassen und zwar wollen wir im besonderen 
den Grenzfall betrachten, daß das Blech so dünn (unendlich dünn) sei, daß es 
der Faltenbildung keinen Widerstand entgegensetzt. 

Wir betrachten zuerst ein unendlich dünnes, spannungsloses Blechstück mit freien 
Rändern. Wir legen dieses Blechstück dadurch in gerade Falten, daß wir es quer 
zur Richtung der Falten zusammenschieben. Das Maß der verhältnismäßigen (spezifischen 
Näherung zweier Blechteilchen, die sich in den Kulminationspunkten zweier benachbarter 
Falten befinden, nennen wir die »Quernäherung — 8«. Ein unendlich dünnes Blech 
setzt dieser Faltenbildung weder einen Widerstand entgegen, noch erfährt es durch sie 
irgendwelche Biegungsbeanspruchungen. 

Ein solches in Falten gelegtes unendlich dünnes Blech ist in der Lage, in Richtung 
der Falten wirkende Zugspannungen © aufzunehmen; andere Spannungen (also z.B. 
in Richtung der Falten wirkende Schubspannungen oder senkrecht zur Richtung der 
Falten wirkende Normalspannungen) kann es nicht aufnehmen. PBesagte Zugspannung 6 
stellt daher eine Hauptspannunrg dar; das Blech ist einem einachsigen Spannungs- 


I) Einzehende theoretische Betrachtunzen werden demnächst in der Zeitschrift für Flurtechnik 


und Motorluftschiffahrt erscheinen. Verel,. auch Jahrb. d. Wiss, Ges, für Luftfahrt 1828, S. 113. 
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zustand unterworfen. Die Richtung der größten Dehnung des Bleches (e&) fällt in Richtung 
der Falten. Es gilt also die Gleichung: 
0 


E— „ (# = Elastizitätsmodul) eh ne 


Ferner ist zu bemerken, daß durch die infolge von 0 auftretende (@uerkontraktion 
0 


€ . > . y. .. . . . . 
- die faltenbildende Wirkung der Quernäherung — &, vermindert wird. Damit im 
m m 


ganzen Bereich des Bleches Faltenbildung tatsächlich auitritt, müssen wir voraussetzen, 
daß in diesem Bereich überall die Bedingung 


erfüllt ist; andere Fälle wollen wir von unseren Betrachtungen ausschließen. 

Ein in Falten zelegtes Blech ist also überall einem einachsigen Spannungszustand 
unterworfen. Es läßt sich nun leicht zeigen, daß ein einachsiger Spannungszustand folgende 
Eigenschaiten besitzt: 

I. die Spannungstrajektorien der von Null verschiedenen Hauptspannung © 
sind gerade Linien; 
2. das Feld der Hauptspannungen © ist quellenirei. 


Nur darin, daß sich in einem ursprünglich ebenen, sehr dünnen Blech gerade Falten 

ohne Widerstand bilden und daß die Faltenbildung in diesem Blech einen einachsigen 

Spannungszustand bedingt, der gerade Spannungstrajektorien aufweist, dieHauptspannungen 

also an jeder Stelle dem Verlauf der Falten folgen können, ist die Einfachheit der hier 

angedeuteten Betrachtung begründet. 

Die allgemeine Aufgabe besteht nun darin, einen Zusammenhang zwischen der 
Deformation der Ränder des Bleches und dem Spannungszustand desselben zu finden. 
Bevor wir darauf eingehen, müssen wir jedoch noch folgendes bemerken. 

Wir haben bisher Bleche mit freien Rändern besprochen; das Blech konnte sich 
also auch am Rand selbst infolge der Faltenbildung aus seiner ursprünglichen Ebene 
herausbewegen. Sind nun aber die Ränder des Bleches an Profilen Randstäben in solcher 
Weise befestigt, daß an den Rändern selbst das Blech sich nicht aus seiner ursprünglichen 
Ebene herausbewegen kann, so wird dadurch der Spannungsverlauf im Blech geändert. 
Bei den in Betracht gezogenen unendlich dünnen Blechen läßt sich jedoch für diesen 
Fall des Vorhandenseins von Randstäben mit Hilfe des Satzes vom Minimum der Form- 
änderungsarbeit zeigen, daß 

I. die Faltenbreite und daher auch die Faltentiefe unendlich klein ist, 

2. daß im ganzen endlichen Bereich des Bleches der Spannungszustand des 
Bleches genau so ist, als ob das Blech an seinen Rändern nicht in seiner 
Ebene gehalten wäre, 

3. die Abweichungen im Spannungszustand (von endlicher Größe) infolge des 
Festhaltens der Ränder beschränken sich auf einen unendlich kleinen 
Bereich längs der Ränder. 

Die vezeigten Betrachtungen sind also als exakte Theorie für die Berechnung der 

Spannungen in unendlich diinnen, mit Randstäben versehenen, ausgeknickten Blechen 

auizulassen, solange es sich um die Ermittlung der Spannungen innerhalb des Feldes 

handelt; an den Rändern treten Abweichungen von endlicher Größe auf, über deren Ver- 
lauf wir aufgrund unserer Ueberlegungen nichts genaues aussagen können. Wegen des 
unendlich kleinen Bereiches aber, in dem diese Abweichungen auftreten und der ihnen 
entsprechenden unendlich kleinen Formänderungsarbeit haben sie keinen Einfluß auf den 

gesamten Kräfteverlauf und auch keinen Einfluß auf die Größe der Formänderung z.B. 

eines Blechwandträgers, gleichgültig, ob das Stegblech an den Rändern eingespannt oder 

nur aufgelagert ist. 

Mit Hilfe der angedeuteten Betrachtungen lassen sich nun viele Aufgaben des 
Bleehwandträgerbaues leicht lösen. Auf einfache Lösungen führt insbesondere folgende 
wichtige Aufgabe, bei der sich parallele Falten (Spannungstrajektorien) ergeben: 


Berechnung der Spannungen in Stegblech, Holmen und Vertikalsıäben eines Blech- 
wandträgers bei gegebener Dimensionierung; bei Lösung dieser Aufgabe ist allerdings 
vorausgesetzt, daß die Holme vollkommen biegungssteif sind, daß sie also, abgesehen von 
der Krümmung des gesamten Trägers infolge der Biegung gerade bleiben (sich also 
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nicht infolge des an ihren argreifenden Zuges der Blechhaut zwischen zwei Vertikal- 
stäben durchbiegen) Diese Aufgabe führt auch für den Fall von nicht parallelen 
Holmen und für den Fall von schräg zu den Holmen liegenden Vertikalstäben auf 
einfache Lösungen. Ferner läßt sich die Knicksicherheit der Vertikalstäbe berechnen und 
schließlich lassen sich auch verhältnismäßig einfache näherungsweise Betrachtungen 
darüber anstellen, welchen Einfluß auf die Spannungsverteilung im Stegblech die 
Biegungsweichheit der Holme (d. h. das Durchbiegen der Holme zwischen zwei Vertikal- 
stäben) hat. 

Diese Betrachtungen gewinnen dadurch besondere Bedeutung, daß solche Blech- 
wandträger, deren Stegblech bei Belastung ein Zugdiagonalenfeld bildet, im Vergleich zu 
andern Bauweisen (z. B. Blechwandträgern mit knickfest ausgesteiftem Stegblech oder 
Fachwerksträgern) außerordentlich leicht und widerstandsfähig sind. 

Auch die allgemeine Aufgabe, den Spannungszustand eines von Randstäben ein- 
gefaßten ebenen Bleches mit beliebiger Form des Umrisses und bei beliebig vorgeschriebener 
Deformation der Randstäbe zu finden, läßt sich mit Hilfe dieser Grundlagen prinzipiell 
lösen; und zwar läßt sich der Deformationszustand bezw. Spannungszustand des längs 
einer Spannungstrajektorie verlaufenden Blechstreifens in Abhängigkeit von den Defor- 
mationen dieses Blechstreifens an seinen beiden Enden (an den Rändern) darstellen, so 
daß man schließlich zur Bestimmung des Spannungszustandes im Blech (Faltenrichtung 
und Größe der Hauptspannung 0) bei gegebener Deformation der Ränder zwei simultane, 
gewöhnliche Differentialeleichungen erhält, deren lLösungsmöglichkeit natürlich von 
der speziellen Auigabe abhängt. Dann lassen sich auch die Dehnungen & und die @uer- 
näherungen — &, im ganzen Bereich des Bleches bestimmen. Abgesehen von diesen beiden 
Deformationsgrößen können wir jedoch über die Deiormation nichts aussagen; insbesondere 
bleibt also die Breite und Tiefe der Falten unbekannt; da aber der Faltenbildung keine 
Spannungen entsprechen, brauchen wir diese Größen auch garnicht zu kennen. 

Mit Hilfe dieser Zusammenhänge kann dann z. B. der Einfluß der Biegungsweichheit 
der Ho!me eines Blechwandträgers exakt untersucht werden. 

Auf diese mathematischen Beziehungen kann in diesem Referat nicht eingegangen 
werden. Es sei nur erwähnt (einen allgemeinen Beweis für die folgenden Behanptungen 
habe ich nicht geführt) daß die Aufgabe, zu einem gegebenen Deformationszustand der 
Ränder den Spannungszustand des Bleches zu finden, eindeutig ist; daß hingegen die 
umgekehrte Aufgabe unendlich vieldeutig ist und zwar erhält man zu einem gefundenen 
Deformationszustand der Ränder die anderen durch Abänderung der Quernäherung des 
Bleches; alle diese Deformationszustände haben reale Bedeutung, solange Ungleichung 
(rl. 2 im ganzen Bereich des Bleches erfüllt ist. 


Es könnte auch vorkommen, daß die Bedingung Gl. 2 in einem gewissen Bereich 
des Bleches nicht erfüllt ist; in diesem Bereich (und sogar auch noch etwas außerhalb 
dieses Bereiches) tritt dann keine Faltenbildung auf, es herrscht hier kein einachsiger, 
sondern ein allgemeiner ebener Spannurgszustand. Und schließlich können noch Bereiche 
auftreten, die gänzlich spannungslos sind. Die Behandlung solcher allgemeiner Auf- 
gaben, bei denen zwei oder gar alle drei Arten dieser Bereiche auftreten, habe ich (von 
einfachen speziellen Fällen abgesehen), nicht versucht; sie dürfte sehr schwierig sein. 


Zum Schluß müssen wir noch einiges über die Größe der Fehler sagen, welche 
durch die Vernachlässigung des Biegungswiderstandes des Bleches entstehen. Eingehendere 
Betrachtungen im Zusammenhang mit Versuchen zeigen, daß die Hauptspannung 0 sich 
mit dünner werdendem Blech sehr schnell derjenigen Größe nähert, welche sie bei 
unendlich dünnem Blech annimmt; daß also in dieser Hinsicht unser Berechnungsverfahren 
gute Ergebnisse liefert. Dies ist wichtig, da dadurch auch die Fehler bei der Berechnung 
der Beanspruchung der Randstäbe (Vertikalstäbe, Holme) klein werden. Es zeigt sich 
aber andererseits, daß lokale Biegungsspannungen infolge der Faltenbildung auftreten, die 
auch bei recht dünnen Blechen noch erheblich sind und auch einen gewissen Einfluß auf 
die Beanspruchung des Materials haben. Die Streckgrenze wird also bei Blechen von 
endlicher Dicke an räumlich sehr eng begrenzten Stellen etwas früher erreicht, als nach 
unserer einfachen Theorie berechnet. 


Es ist jedoch wesentlich zu bemerken, daß die Bruchlast einer Blechwand sich 
sehr gut mit Hilfe vorstehend angedeuteter Theorie berechnen läßt, da sich diese Theorie 
sehr leicht den Verhältnissen nach Ueberschreitung der Streckgrenze an- 
passen läßt. 
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Ich möchte vorstehende Betrachtungen nochmals wie folgt zusammenfassen: 

Werden bei einem von Randstäben eingefaßten, sehr dünnen ebenen Blech die 
Randstäbe in der Ebene des Bleches verschoben, so treten Deformationen und Spannungen 
im Blech auf, deren Größe fürs erste proportional den Verschiebungen der Ränder ist. 
Je nach der Art dieses Spannungszustandes können beim weiteren Vergrößern der Ver- 
schiebungen der Ränder die folgenden beiden Fälle auftreten: 

I. Im ganzen Bereich des Bleches treten als Hauptspannungen lediglich Zug- 
spannungen auf. In diesem Fall vergrößern sich die Deformationen und Spannungen im 
Blech proportional den Verschiebungen der Ränder, bis schließlich im Blech die Streck- 
grenze erreicht wird. 

II. Im Blech treten als Hauptspannungen auch Druckspannungen auf. In diesem 
Fall knickt bei einer gewissen Größe des Spannungszustandes (bei der Knicklast) das 
Blech zumindest innerhalb gewisser Bereiche aus. Die Deformationen und Spannungen 
des Bleches wachsen dann nicht mehr proportional den Verschiebungen der Ränder. 
Beim weiteren Vergrößern der Verschiebungen der Ränder nähert sich jedoch der Span- 
nungsverlauf im ganzen endlich ausgedehnten Bereich des Bleches (mit Ausnahme 
eines unendlich kleinen Bereiches längs der Ränder) einem gewissen Grenzzustand, 
bei dem die Spannungen wieder proportional den Verschiebungen der Ränder wachsen. 
Dieser Grenzzustand wird erreicht, wenn die Verschiebungen der Ränder sehr (unend- 
lich) viel größer sind als diejenigen Verschiebungen, bei welchen das erste Ausknicken des 
Bleches eintrat. Soll dieser Grenzzustand wirklich erreicht werden, so müssen die Span- 
nungen beim ersten Ausknicken unendlich viel kleiner sein als die Streckgrenze; das 
Blech muß also unendlich dünn sein. 

Im Blech treten dann im allgemeinen drei Arten endlich ausgedehnter Bereiche 
von Spannungszuständen auf: 

I. Bereiche, in denen beide Hauptspannungen Znegspannungen sind (in diesen 
Bereichen treten weder Falten noch Beulen auf); 
2. Bereiche einachsigen Spannungszustandes (in diesen Bereichen legt sich das 
Blech in Falten), diese Bereiche mennen wir Zugdiagonalenfelder; 
3. völlig spannungslose Bereiche (in diesen Bereichen wirft das Blech Beulen). 
Der Deformationszustand des Bleches nähert sich (abgesehen von den beiden allerdings 
sehr wesentlichen Deformationsgrößen € und — &£,) keinem solchen Grenzzustand. 

Der Fall, daß (abgesehen von unendlich kleinen Bereichen an den Rändern) im 
ganzen Blech ein einachsiger Spannungszustand herrscht (Zugdiagonalenfeld), läßt sich 
verhältnismäßig einfach rechnerisch beherrschen. Mit Hilfe dieser Rechnungen lassen 
sich dann viele technisch wichtige Aufgaben lösen, deren Lösung bisher kaum in Angriff 
genommen werden konnte. 928, 13 


14. Zur Praxis der Lösung linearer Gleichungen in der Statik. 
Von H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


Wiederholt wurden zur Lösung der linearen Gleichungen, die in der Statik 
der statisch unbestimmten Systeme auftreten, Iterationsverfahren angegeben, so von 
A. Hertwig') und von Ü. Biezeno?). Diese Verfahren der Näherungsfolgen führen 
bei willkürlich vorgegebenen Konstanten des statischen Problems nicht zum Ziele, son- 
dern nur unter besonderen, im allgemeinen keineswegs erfüllten Bedingungen, die z.B. 
Herr Biezeno für die von ihm untersuchte Aufgabe auch genau angibt. 

Geht man hingegen von der »Iteration in Einzelschritten« aus, wie sie Ph. L. 
Seidel’) zur Lösung beliebiger linearer Gleichungen mit definiter Koeffizientenmatrix 
angegeben hat, so gewinnt man für die Aufgaben der Statik ein stets konvergentes 
Verfahren, das den folgenden weitgehenden Satz zu beweisen gestattet‘): »Die Berechnung 
eines statisch unbestimmten Systems mit n überzähligen Verbindungen (Stäben, Eck- 
versteifungen, Unterstützungen) läßt sich, wie folgt, auf die successive Berechnung 
von einfach unbestimmten Systemen zurückführen. Man ersetzt zunächst die 


I, A. Hertwig, Festschrift für H. Müller- Breslau, Leipzig 1912, S. 37 bis 61. 

3) C, Biezeno, Diese Zeitschr. Bd. 4, S. 93 bis 102, 1924. 

3) Ph. L. Seidel, Münch. Ak. Abh. 1874, 3 Abtl., S. 81 bis 108. 

‘) Der Beweis wird in einem größeren »Zusammenfassenden Bericht« von R. v. Mises und 


H. Pollaezek-Geiringer in dieser Zeitschrift erscheinen. 
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zweite bis n-te der überzähligen Verbindungen durch entsprechende willkürlich gewählte 
Kraftgrößen (Kräfte, Momente, Auflager) X3', X3',...X,' und berechnet die statisch un- 
bestimmte Größe X,’, die der einzigen, beibehaltenen überzähligen Verbindung ent- 
spricht. Hierauf ersetzt man die erste Verbindung durch die Kraftgröße X,', die dritte 
bis n-te durch X... X, und rechnet die zweite jetzt allein beibehaltene Ueberzählige 
X3’. In dieser Weise fährt man fort, bis man zur Berechnung eines X,’ aus bereits 


vorher berechneten Xı', X3”... X,-ı kommt, und beginnt sodann von neuem, indem man 
X", X3,...X,’ an Stelle der früher gewählten X3', X;,... X, annimmt und bestimmt 


X", usf. Dieses Verfahren konvergiert immer.« 

Für die praktische Durchführung ist von Wichtigkeit, daß man zur Lösung der 
successive auftretenden einfach unbestimmten Systeme jede beliebige, sich in einfacher 
Weise darbietende Gleichung benutzen kann, die zur Berechnung der einen beibehaltenen 
Unbekannten dient. — Man kann auch, statt das n-fach unbestimmte Problem auf die 
Lösung von lauter einfach unbestimmten Systemen zurückzuführen, die successive Auf- 
lösung von zwei- oder dreifach unbestimmten Systemen — die simultane Lösung von 
zwei oder drei linearen Gleichungen — als Teilschritt benutzen. Dieses wird von Vorteil 
sein, wenn etwa für eine bestimmte Zusammenfassung gebrauchsfertige Formeln zur Ver- 
fügung stehen. 

Zur Berechnung der Frequenzen elastischer Systeme von endlich vielen Freiheits- 
geraden oder von kritischen Lasten (Stabilitätsgrenzen) kann man, wie dies für spezielle 
Probleme E. Pohlhausen!) und O. Föppl?) getan haben, das in der Technik für die 
Lösung von Eigenwertproblemen gewöhnlicher Differentialgleichungen meist verwendete 
Iterationsverfahren von Vianello in sinngemäßer Weise auf Systeme linear-homogener 
Gleichungen mit Parameter übertragen. Es läßt sich zeigen, indem man dem Gedanken- 
gang des von J. J. Koch’) (für den speziellen Fall der Berechnung von kritischen Dreh- 
zahlen von Wellen) gegebenen Konvergenzbeweises für das Vianellosche Verfahren 
folgt, daß für die Aufsuchung der kleinsten Eigenfreqjuenz und der zugehörigen Eigen- 
lösung diese Uebertragung statthaft ist. Um die höheren Eigenwerte und Eigenlösungen 
sämtlich richtig zu erhalten, genügt die von O. Föpp! für diesen Fall gegebene Vor- 
schrift nicht; doch läßt sich auch dafür eine, wie man zeigen kann, stets zum Ziele 
führende, äußerst einfache Anweisung geben. 928, 14 


15. Zur hydrodynamischen Deutung der elliptischen Funktionen. 
Von WILHELM MÜLLER in Hannover. 


1. Die einfach periodischen trigonometrischen Funktionen und ihre Verbindungen 
(also auch die Exponentialfunktion) können als die natürlichen Hilfsmittel betrachtet 
werden für die Ermittlung von einfachen Potentialfeldern innerhalb eines von zwei 
parallelen Ebenen begrenzten Bereichs, das Wort »einfach« in dem Sinne verstanden, 
daß innerhalb dieses Bereichs keine periodische Gliederung stattfindet. Die Felder sind 
außer durch die Grenzen, durch die »erzeugenden« Singularitäten, den logarithmischen 
und polaren Unstetigkeiten bestimmt, die hydrodynamisch die Bedeutung von Quellen, 
Senken, Wirbeln oder Doppelquellen haben. So bedeutet z. B. die Funktion 


1 1 


en Ve. 


2 ı sin 2 


das Potential einer Strömung innerhalb des Halbperiodenstreifens von der Breite z, die von 
einer in der Mitte des Streifens gelegenen, in Richtung der reellen Achse orientierten 
Doppelquelle vom Moment / erzeugt wird, während die Funktion 


7) 


- 


1 
= — t ei, 2. Ba un AD a a 
fa _et@z ) 


einer gleich begrenzten Strömung entspricht, deren erzeugende Doppelquelle parallel der 
Streifengrenze eingestellt ist. 


) E. Pohlhausen, Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 28 bis 42. 

2) O0. Föppl, Diese Zeitschr. Bd. 7 (1927), S. 437 bis 441. 

3) J. J. Koch, Verh. d. 2. intern. Kongr. f. techn. Mech., Zürich 1927, S. 263 bis 268. 

Der Kernpunkt des Kochschen Beweises für den kleinsten Eigenwert findet sich übrigens schon 
für einen besonderen Fall in der genannten Arbeit von Pohlhausen. 
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Wenn man die trigonometrischen Funktionen als Spezialfälle der elliptischen 
Funktionen, insbesondere der Jakobischen Funktionen (snz, enz, dnz) ansieht, so ge- 
langt man zu einer Verallgemeinerung der Betrachtung, die nicht nur der Veranschau- 
lichung der meist recht abstrakt gehaltenen Theorie der elliptischen Funktionenklasse, 
sondern der Synthese von praktisch wichtigen Stromfeldern dienlich sein kann. Da diese 
Stromfelder, in der unendlichen Ebene betrachtet, nach zwei Richtungen periodisch ge- 
gliedert sind, so werden damit gleichzeitig solche Felder umfaßt, die in einen prismatisch 
begrenzten Raum (resp. ein rechteckig begrenztes Ebenenstück) eingeschlossen sind. 

Die Funktion sn z (Sinusamplitude 2) verhält sich z. B. für kleine z wie z selbst 
und hat die reelle Periode 4 X und die imaginäre Periode 2?K', wenn K und K’ die 
vollständigen, für die Parameter k und den komplementären Parameter %k gebildeten 
Integrale bedeuten. Da sie ferner das Vorzeichen ändert, wenn das Argument um ?K 
vergrößert oder verkleinert wird, so ergibt sich, daß die Funktion 


. m 1 
m=- 


: (3) 
Zn 8enz2 
als Potential gedeutet, einer von den Ebenen = --K, y= -+ K’ umschlossenen Strö- 
mung entspricht, die als von einer in der Mitte gelegenen Doppelqnelle von der Stärke m 
erzeugt gedacht werden kann. Wenn die 
hy Achse der Doppelquelle um 90° gedreht wird, 


in die Richtung der imaginären Achse, so 


























En tritt an die Stelle von (3) die Funktion 
in LE Li) . in nz \ 
\ Kr ET, Wa: 2rnenz (4), 
n\ die die Perioden 2K und 4iK besitzt 
(Abb. 1). Die Erfüllung der Grenzbedin- 
$- I f& | _„. gungen läßt sich übrigens direkt bestätigen 
Z durch das auf komplexe Argumente aus- 
gedehnte Additionstheorem der Jakobi- 
| schen Funktionen. 
I fi I - Um ferner die im Rechteck einge- 
iz ag iz = schlossene Wirbelströmung zu finden, be- 
denken wir, daß die entsprechende Funktion 
— nn r .. '! bei einem in der Mitte gelegenen Wirbel 


logarithmische Unstetigkeiten in den Punk- 

Abb. 1. ten 0, 2K, 4K, 2iK', 4iK' haben, ferner 

in ihren reziproken Wert übergehen muß, 

wenn das Argument um 2 K oder 2iK' zu- oder abnimmt. Diesen Bedingungen genügt 
die Funktion 


. il" cn ?/2 m 
1 3 lg . . . . . . v ® . (5), 
2 rn sn°’/adn°/2 
wie sich auch unmittelbar aus der Zerlegungsformel ergibt 
en :a I+enz 1 — sn? (y)dn? x +cenzeny+isnzsnydnzdny 


| =: sny=sn(y;k) usw.|. 
sn*/adn ®j2 una snzdny—-ienzdnzsenyceny 


5) 


2. Aus dem Stromield im Periodenrechteck kann man nun durch Vermittlung einer 
koniormen Abbildung andere Stromfelder gewinnen. Wenn man etwa die reziproke Trans- 
formation 
20K 
z 

anwendet, so verwandeln sich die Seiten des Rechtecks in ein System von vier Kreisen 
mit den Radien p und 0’ — op */x', deren Mittelpunkte auf den Achsen liegen und die sich 
paarweise im Anfangspunkt berühren (Abb. 2) Das Stromfeld im Innern des Rechtecks 
bildet sich auf das entsprechende Feld außerhalb des von den vier Kreisen gebildeten 
krummlinigen Vierecks ab, während das Gebiet außerhalb des Rechtecks, also auch die 
zugehörige zweifach unendliche periodische Reibe von Singularitäten auf das Innere des 
Vierecks abgebildet wird. Dabei rücken die Doppelquellen ins Unendliche, verwandeln 
sich also in Parallelströme, während der Wirbel in eine zirkulatorische Umkreisung des 
Zylinders übergeht. Kombinieren wir die drei Strömungsformen, so erbalten wir in 
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das Potential der allgemeinen zyklischen, sonst aber singularitätenfreie Strömung um den 
kreisviereckigen Zylinder. 

Wenn eine der Perioden unendlich wird, so verschwinden die Radien der ent- 
sprechenden Kreispaare, und wir erhalten die Strömung um das übrige Kreispaar. Ist 
z.B. K=», also 0" —=0, so gehen in dem Potentialausdruck die Jakobischen in die 
entsprechenden trigonometrischen Funktionen über; ist K=», also 0 —=0, so Ist snz 
durch den hyperbolischen 'T'angens und ”® durch den reziproken byperbolischen Sinus 

snz2 
von 2 zu ersetzen. Für diese Spezialfälle hat 
]% der Verfasser in einer noch nicht erschienenen 
| Arbeit die Druckverbältnisse genauer untersucht. 
3. Für den Aufbau allgemeinerer Strom- 
felder erscheint es zweckmäßig, die von Weier- 
straß eingeführten Funktionen [pz, p'z, {(z), 
o(z2) und 0,(z)]| zu benutzen. Indem wir uns 
dabei auf den Fall beschränken, daß das primi- 
tive Periodenparallelogramm zum Rechteck wird, 
also die eine Periode reell, die andere imaginär 
wi ausfällt, setzen wir für die Halbperioden 
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Abh. 2. Abb. 3 


Ö, 


Während die Funktionen p, p' doppeltperiodisch sind, verhält sich die durch Integration 
aus »p zu gewinnende [-Funktion bei Vermehrung des Arguments gemäß der Formel 


C(z +2 mo +2 nm)=Tz-+2m mt2nnz m=lo, m={o;]. 
Sie wird einfach unendlich in den zum Nullpunkt kongruenten Punkten 2 m », +2 n ws, 
die wieder als Doppelquellen mit gleichgerichteten, der reellen Koordinate parallelen 
Achsen gedeutet werden können. Diese Orientierung bedingt einen Unterschied gegen- 
über der imaginären Richtung, der sich darin ausspricht, daß nur die Geraden „= + ®’ 


Spiegelgeraden oder Stromgrenzen im Potentialfelde sind (Abb. 3). Dasselbe ergibt sich 
aus der Entwickelung 


In iiy ‚train (7) 

“ pz+py 
(wo p|[y; wo, io)=py, p|y;o',io|l—=p'y; I(y;w,io)={[y gesetzt ist), da der imagi- 
näre Bestandteil von [ wegen p’ w'— 0 längs dieser Geraden einen konstanten Wert an- 
nimmt. Man sieht weiter, daß das [-Feld eine Parallelströmung enthält, die man 
eliminieren kann, wenn man die Bedingung stellt, daß die Strö.ıungsgeschwindigkeit im 
Unendlichen verschwinde, wenn die Periode ® ins Unendliche wächst. Diese Bedingung 


ur 


ist erfüllt, wenn man statt [(z) die von Hermite eingeführte Funktion Z@)—-{ — ": 


Dr 
benutzt. 

Mit Hilfe der {-Funktion gelingt es nun, das allgemeine aus einem System von 
Doppelquellen gespeiste und von einem Halbperiodenstreifen oder einem Halbperioden- 
rechteck begrenzte Stromfeld herzustellen. Wenn wir uns auf den letzten Fall beschränken 
und annehmen, daß die Seiten des im ersten Quadranten liegenden Rechtecks auf die 
Bezugsachsen fallen, so haben wir, um die Grenzbedingungen zu erfüllen, jeder Doppel- 
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quelle im Punkte c,—=a,-+:.b, noch diejenigen drei Doppelquellen hinzuzufügen, die 
durch Spiegelung an den Achsen © —(, y= 0 entstehen (Abb. 4). Wenn die Achse der 
»-ten Doppelquelle vom Moment m, mit der reellen Richtung den Winkel «, bildet und 


a,—ıb, =c, gesetzt wird, so lautet das (resamtpotential der Strömung für n Doppelquellen 


L 


W = x Sm, [ei® T(z-c,) + ei® Tg — c,) er (2 +c,) —e'®Llz+c,) (8). 
27 | 
Da die Summe der Residuen dieser Funktion verschwindet, so gelten für W wieder die 
Grundeigenschaiten der elliptischen Funktionen. Um den direkten Nachweis für die Er- 
jüllung der Grenzbedingurgen zu erbringen, hat man etwa auf die komplexe Geschwin- 
digkeit, die sich aus 4n p-Funktionen zusammensetzt, 
Ay das Additionstheorem anzuwenden und zu zeigen, daß 
| 2 für <=0, = © die Komponente v, und für y=I, 
2 y—= ®' die Komponente v, verschwindet. 
Da die Funktion IWW doppeltperiodisch ist, so wird 
» I 3 es möglich sein, mit Hilfe des Additionstheorems der 
S-Funktion, das Potential durch die p- und p'-Funk- 
7 tionen und schließlich auch auf Grund bekannter Rela- 
tionen durch die Jakobischen Funktionen darzustellen. 
Da die Rechnungen sehr umständlich werden, muß hier 




















-C auf die Wiedergabe verzichtet werden. Ich will nur 
— ERBE das Resultat für einen besonderen Fall angeben, das 
EEE + —w u zur Erweiterung eines früher gegebenen Ansatzes führt. 

Abb, 4. Nehmen wir an, daß nur eine Doppelauelie vorhanden 


ist, die auf der horizontalen Mittellinie des Halbperioden- 
rechtecks im Abstande a, von dem einen Endpunkt liegen möge, so erhalten wir, wenn 
der Anfang der Koordinaten in die Doppelquelle verlegt und «= 0 gesetzt wird 


. it ryr : . . = ü 2 \ Lo r \ \ 
w, = er da (+9) - I +?2a)- IS +?a+@) . . 0). 
Wenn wir die Jakobischen Funktionen einführen und das Potential auf die Rechteck- 
seiten A und K’ beziehen, so erweist sich der Ausdruck als gleichbedeutend mit 


s m 1 [sn(<+2 a sn z 
Wı, = — —+ | ’ j ’ i R i (da : 


2nsn2 al sn 2 en (2 + 2aı 


In ähnlicher Weise ist das Potential zu bilden, wenn die Achse der an derselben Stelle 
selegenen Doppelquelle die ltichtung der imaginären Achse hat. Man erhält dann aus ($) 


IN ;» . 


W, = — z — [2 +9)+{(:+2)— Il +2m1+0@)] . . (10) 


den gleichbedeutenden Ausdruck 
in | [sn (z + 2a en 2 


| .‚(10a). 
2 nen? dı $: snz sn (z + 2aı))] 


Kombinieren wir beide Felder, so erhalten wir die Strömung aus einer schief- 
gelegenen Doppelyuelle. Wenn wir die imaginäre Periode unendlich werden lassen, also 
k — 0 setzen, ferner die reziproke Transformation 


) I) 0% ’ 
BE Be - 03 a2 


> - - 
= u - 


. mt N 
anwenden, z' wieder durch :, _ - durch 2aı @ı w, „ _ durch — 2aı Qı vo ersetzen, SO er- 
zn zn 


halten wir in 
% : 2 0 ; 2a, 0 
W= - 2 0ı KL — /v0) etg (üo + ?vo) eig ( + a) | (11) 


- 
- 


das Potential der zirkulationsfreien Strömung um zwei ungleiche, sich berührende Walzen 


. . aı 0] 
mit den Radien op, und 03 — 

7T 

2 a 


Die {-Funktion kann nun, wie bekannt, angesehen werden als logarithmische Ab- 
leitung einer ganzen transzendenten Funktion 6 (z), die sich als das natürlichste Hilfs- 
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mittel zum Aufbau von periodischen Quell- und Wirbelieldern darstellt und in diesem 
Sinne in einer bemerkenswerten Arbeit von Jaff@!) benutzt worden ist. So erhält man als 
allgemeine Stromfunktion eines von Halbperiodenrechteck eingeschlossenen Wirbelsystems 


n 
i ) 4 ; o(2— cv) S(2+ cc) 
W= — ZvT, log © 


eu o(z—c,)o(s+ co 

und die entsprechende Geschwindigkeitsfunktion 

v= — -- ZırT,[I(e@—c)+TI(le+c)—I&ß—co)—Ile.+co) . . (13). 

an | 
Für den Fall eines Wirbels auf der horizontalen Mittellinie des Rechtecks erhält man 
hieraus, etwa durch Vermittlung der 0,-Funktionen, wenn man den Anfangspunkt in den 
Wirbelpunkt verlegt .„ il, sn(@+2a,) 
W= > lg BEER u Ge ae 8 


“ TI snz 


Wendet man schließlich die früher angegebene reziproke Transformation an und 
vereinigt die Ausdrücke (11) und (14), so resultiert als Sonderfall das Potential der zykli- 
schen Strömung um zwei ungleiche sich berührende Kreiszylinder 

2a 0] 
sin | en +24) 


u 


2aı 01 


(15). 


‘ J . gr 
W=—2a0ı K — !Vo)ctg — (Wo + ivo)ctg ( 1 24 2a) +: lg 


z z J 7T ‚. 2aı@ 
sin 


- 


Auf die vielen weiteren Problemstellungen, die im Zusammenhang mit den elliptischen 
Potentialen auftreten, kann in dieser vorläufigen und gedrängten Darstellung nicht ein- 
gegangen werden. Insbesondere müssen die Untersuchungen mehr hydrodynamischer Art, 
z.B. zur Frage der Bewegung und der Stabilität von Wirbelsystemen im begrenzten 
kaum, die an die Resultate von v. Kärmän und Jaffc anzuknüpfen hätten, auf eine 
spätere Gelegenheit verschoben werden. 928,15 


16. Geometrische Optik und differentielle Liniengeometrie. 
Von M. HERZBERGER in Jena. 


Außer auf dem Fermatschen Satz, den man in Analogie zur Mechanik, ais Integral- 
gesetz bezeichnen kann, und der die geometrische Optik mit der Variationsrechnung in, 
Zusammenhang bringt, kann man die geometrische Optik auch aufbauen auf differentiellen 
Gesetzen, die sie in Beziehung setzen zur differentiellen Liniengeometrie. 

Es ist gefragt, wie die diiferentiellen Eigenschaften eines Strahlenbündels entlang 
einen Strahl sich beim Durchgang durch ein optisches System ändern. 

Hier ist grundlegend das Brechungsgesetz, das erlaubt, einen einzelnen Strahl 
durch ein optisches System zu verfolgen. 

Diesen Weg hat Prof. A. Gullstrand eingeschlagen; er hat hier die wesent- 
lichsten Ergebnisse gefunden. Trotzdem ist es vielleicht nicht unwichtig, den von ihm 
eingeschlagenen, mehr analytischen Weg durch einen anderen zu ersetzen, der die 
Rechnungen durch difierential-geometrische Ueberlegungen ergänzt. 

Das Brechungsgesetz hat, in Vektorform geschrieben, eine sehr einfache Gestalt. 
Man erhält eine lineare Beziehung zwischen den Einheitsvektoren längs einfallendem 
Strahl, gebrochenem Strahl und Flächennormale. 

Einmalige Diiierentiation ergibt die Gesetze erster Ordnung. Bei geeigneter 
Koordinatenwahl zerfallen die so entstehenden Gleichunger in vier Gleichungen, die den 
Malusschen Satz, wie die Sturmschen Formeln geben. Liegt der Hauptstrahl in der 
Einfallsebene, so erhält man die bekannten Gleichungen für den Astigmatismus, steht er 
auf der brechenden Fläche senkrecht, so erhält man die Gausssche Dioptrik. Im all- 
gemeinen Fall gibt die Differentialgeometrie erster Ordnung der Strahlensysteme aus den 
durchgerechneten Größen die Lage der Hauptkrümmungsmittelpunkte der Wellenfläche 
der gebrochenen Strahlen, die im Gegensatz zu den aus dem Brechungsgesetz erhaltenen 
Invarianten bei der Brechung, als Invarianten beim Uebergang zur nächsten Fläche an- 
gesehen werden können. 

Durch weitere Differentiation erhalten wir die Gesetze zweiter Ordnung. Dieselbe 
geben für einen die brechenden Flächen senkrecht schneidenden Hauptstrahl nichts Neues, 


1), 6.) affe, Ueber zweidimensionale Flüssigkeitsbewegung zwischen parallelen ebenen Wänden. 
Ann. der Phvsik, 4. Folge, Bd, 61, S. 175 bis 194. 
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da die Größen zweiter Ordnung dort verschwinden. Liegt der Hauptstrabl in der Einfalls- 
ebene, so erhält man mit Hilfe differentialgeometrischer Ueberlegung als Invarianten beim 
Uebergang zur nächsten Fläche die Gausssche Krümmung der beiden Brennflächen, 
sowie die Krümmung ihrer Schnittkurven mit der Meridian- bzw. Sagittalebene. Die 
Brechungs- und Uebergangsinvarianten für den allgemeinen Fall werden besprochen. 

Die Gesetze dritter Ordnung werden in der Optik vor allem gebraucht für den 
Fall, daß der Hauptstrahl in der Einfallsebene liegt. Hier sind die Brechungsinvarianten 
wieder leieht aufgestellt, jedoch bleibt es eine Forderung an die Differentialgeometrie, 
die Ulebergangsinvarianten in der einfachsten Form zu finden. Daß diese Forderung 
praktisch wichtig ist, erkennt man an der Bedeutung der Seidelschen Theorie, die — 
allerdings nur formal rechnerisch — die entsprechende Aufgabe für einen Strahl löst, 
der alle Flächen senkrecht schneidet. 

Es foıgt ein kurzer Abriß der Lehre von der Blende, sowie der Seidelschen 
Theorie. 928, 16 


17. Über die Berechnung des magnetischen Feldes 
in einem Transformator. 
Von STEFAN BERGMANN in Berlin. 


Wie in einer früheren, gleichnamigen Arbeit') näher ausgeführt wurde, läßt sich 
die Frage der Berechnung der Stromlinien des magnetischen Feldes in einem Einphasen- 
Kerntransformator - unter gewissen vereinfachenden Annahmen auf die folgende 
mathematische Aufgabe zurückführen: Es ist diejenige Funktion zu bestimmen, die ein 
Rechteck Z? auf das Gebiet @ abbildet, wobei den Punkten d*, c*, a*, f* von R die Punkte 
D,C, A, Fvon G entsprechen sollen. An Stelle von R genügt es offenbar, die obere Halb- 
ebene H auf @ abzubilden. Dies geschieht bekanntlich durch das hyperelliptische Integral: 


Ve «ı x) (1 ux) (1+x% I+Ax 


Die wesentliche Schwierigkeit, die entsteht, besteht darin, aus den gegebenen 
Seitenlängen von BC, BA, AF, FE die Weıte von u, x und A zu bestimmen. (Diese 
Frage ist ein Spezialfall des bekannten Problems: aus den Periodizitätsmoduln eines 
































i Abelschen Integrals seine Ver- 
H zweigungspunkte zu finden). 
; f* Ein Gebiet @', das die gleiche 
E (Gestalt wie @ besitzt und dessen 
R c d ; a Seitenlängen um weniger als e von 
a, 7 / 7.® den Seitenlängen von @G verschie- 
. — a” ni ! “€ den sind, werden wir als ein zu (7 
Alb. 1. Rechteck R. Abb. 2. Obere Halbebene MM. benachbartes Gebiet bezeichnen, 
falls das bvperelliptische Integral 
B d J (x), das H auf @' abbildet, sich auf elliptische Integrale re- 
—— duzieren läßt. 
{ / Man kann nun zeigen: wie klein auch & gewählt wird, es 
gibt zu jedem Gebiet @ ein benachbartes @. 
a dl Stellt man somit eine genügend große, aber endliche An- 
zahl von verschiedenen Typen von reduzierbaren Integralen 
J' (x) auf, so kann man erwarten, daß man durch die @ jedes 








Gebiet @ mit einer für die praktische Zwecke genügenden (Ge- 





RAgaszıza nauigkeit abproximieren kann. 
se Fr u u In der obengenannten Arbeit wurde ein Fall nämlich 
Transformators. Stärker der Jacobische, wo also u — x#ı\ ist, besprochen. Es wurde 
umrahmt Gebiet @ gezeigt, was für Beziehungen zwischen den Periodizitätsmoduln 
') Diese Zeitschr., Bd. 5 (1925), S. 319 bis 331. Vergl. ferner meine Arbeit: »Ueber die Be- 


stimmung der Verzweizungspunkte eines hyperellyptischen Integrals aus seinen Periodizitätsmoduln mit 
Anwendungen auf die Theorie des Transformators. Math. Zeitschr. 19 (1923), S. 8 bis 25 und G. Stein. 
»Potentialtheoretische Untersuchungen {ber Magnetfelder in Transformatoren und über ihre Streuinduktivität 
speziell bei Zylinderwicklung«, erscheint diese Zeitschr. Bd. 9 (1929). 
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(d. h. der Seitenlängen des Bereiches) in diesem Falle bestehen müssen und wie man 
aus den Moduln die Verzweigungspunkte x und A bestimmt. 


Es wurde ferner an Hand eines Beispiels gezeigt, wie man mit Hilfe von Tafeln 
für elliptische Funktionen die Abbildung numerisch durchführen kann. 


In dem Vortrag wird ein weiterer Typ von J’ (x), nämlich: 


r 


N dz . 
J'(z)= - — (2) 
V Fr Zu 1 b? hb?2 4 b? 4 
x” 


\ ) 
bxz*t+ r (b+ nat „ +2nb+p) 294 | 8 7% - pp) 2 +» (- eh ah r) 


‘ 
w 3 


betrachtet, A, d, p sind dabei beliebige Konstanten. 


Eine ausführliche Darstellung wird in dieser Zeitschrift erfolgen. 928, 17 


18. Untersuchungen zum Wärmeübergangsproblem. 
Von L. SCHILLER in Leipzig. 


Ein wichtiges Problem des Wärmeübergangs ist das zwischen einer Flüssigkeit 
(Gas), die ein Rohr durchströmt, und der Rohrwandung. Verhältnismäßig einfach ist 
dieses Problem unter bestimmten Voraussetzungen: wenn die Meßstrecke in einem geraden 
glatten Rohr weit vom Einlauf entfernt ist, es sich um mäßige Temperaturdifferenzen 
handelt und der Wärmeträger ein Gas ist, für das das Verhältnis (6) von Wärmeleitfähig- 
keit A/Zähigkeit u - spezifische Wärme c annähernd den Wert ı hat. Für diesen Fall 
liegt eine von Reynolds und Prandtl ausgebaute Tneorie vor, die aus dem Strömung;- 
widerstand den Wärmeübergang zu berechnen gestattet, und zwar, wie die Versuche von 
Nusselt zeigten, in befriedigender Uebereinstimmung mit den Beobachtungen. 


Die genannten Voraussetzungen reduzieren das Problem des Wärmeübergangs in 
dimensionsloser Fassung auf die Abhängigkeit von einer Variablen, der Reynoldsschen 
Zahl (Rey). Jede Abweichung von einer der Voraussetzungen bringt eine oder mehrere 
Unabhängige hinzu: Die »relative Anlauflänge« z/d (z—= Abstand vom Einlauf, d = Durch- 


Y . ’ ud 4 . 
messer) und das Verhältnis der Stoffwerte o (oder die Pe cletsche Zahl: F= > *) Ferner 


Art und Grad der Störungen (Wirbel), die vom Einlauf her ins Rohr kommen; diese 


selbst abhängig von der Art des Einlaufstücks und der thermisch-konvektiven Unruhe im 
Vorratsgefäß. Letztere dürfte vielfach ausschlaggebend für die »Störungen« sein. Zu ihrer 
quantitativen Erfassung kann eine Dimensionslose benützt werden, die die »freie Kon- 
vektion« im Vorratsgefäß kennzeichnet. Dazu kommt gegebenenfalls noch die »relative 
Rauhigkeit« und eine Größe zur Kennzeichnung der freien Konvektion innerhalb des 
Rohres. 


Unsere Versuche, im wesentlichen durchgeführt durch meinen Assistenten Herrn 
Burbach, strebten in erster Linie an, Erfahrungen zu sammeln über den Einfluß des 
Wertes 5 neben dem von Rey und z/d. Sie erstreckten sich von 0 = 0,24 bis 0,68, bis 
zu PEe=Rey/s= 160000, und z/d= 30 bis 400. Für große Anlauflängen und nicht zu 
große Anfangsstörungen (nicht zu hohe Kesseltemperatur und Geschwindigkeit) liegen die 
gemessenen Wärmeübergangszahlen!) sehr gut bei theoretischen Werten, die auf Grund 
e'ner neuen Näherungstheorie gefunden werden. 


Ihre Fragestellung lautet: Wann ist das Temperaturfeld unserer Rohrströmung dem 
Geschwindigkeitsfeld einer Rohrströmung ähnlich? Prandtl?’) hat gezeigt, daß in einem 
System die Aehnlichkeit geknüpft ist an die Bedingung: 0 = “ —ı. Jedoch können wir 

uc 
auch für o*+ 1, d.h. für beliebige Flüssigkeiten, näherungsweise eine Reynoldssche 
Zahl (ein zweites System) angeben, deren Geschwindigkeitsfeld unserem Temperaturfeld 


I) S, darüber bei L. Schiller und Th. Burbach, Wärmeübergang strömender Flüssigkeit in 
Rohren. Phys. Z. Bd. 29 (1923), S. 340; auch Z.d.V.d. I. Bd. 72 (1928), S. 1195. 


2), [,. Prandtl, Eine Beziehung zwischen Wärmeaustausch und Strömungswiderstand «der Flüssig- 
keiten. Phvs. Z. Bd. 11 (1910), S. 1072, 
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ähnlich ist. Dazu benützen wir die empirische Tatsache, daß in der turbulenten Kern- 
strömung das Geschwindigkeitsprofil in weitem Bereich unabhängig von der Reynolds- 
schen Zahl ist, und entnehmen hieraus die Berechtigung, in den für den Kern wesentlichen 
konvektiven Gliedern der beiden Differentialgleichungen: 


oO G O 0) JO () Zar. 4) ( ‚2 () ec)? () p 
erg (a +vV + w )-a+?( +, + ) (1), 
ÖOx ey O2 dp* Oy? I@®, / 
u ou OU ’ 0% u aLr O8 u 
0° (% +» + w ) —= — (grad p); + u | +; + 3) (2), 
x Oy O2 ar“ Oy‘ () 22 


(q = Wärmeerzeugung in der Flüssigkeit pro Volum- und Zeiteinheit °) 


die Geschwindigkeitskomponenten proportional dem Mittelwert u zu setzen. Dann folgt 
als die gesuchte Aehnlichkeitsbedingung für die beiden Systeme (1 und 2): 


coul\ _ [oul a N 
( 1 =( s ), oder (Pe), = (Rey);, 
d.h. die gesuchte Reynoldssche Zahl, deren Geschwindigkeitsfefld dem vorgelegten 
Temperaturfeld ähnlich ist, ist gleich der gegebenen PE&cletschea Zahl. Die Gültigkeit 
dieser Regel ist natürlich an die oben angeführe Bedingung geknüpft, daß für die beiden 
Strömungen (Systeme) die Aehnlichkeit der Kernströmung gilt. 


Ferner ergibt sich aus der Aehnlichkeitsbetrachtung: 


co wu*'0 da 
zu ) u. see 5 Ge 
1 (grad Pipoy—ps aı Po, 
und für die Wärmeübergangszahl «: 
ard q' a? w(P6)- Pp& 


—_—_ 


0404 a, 


wo w = Widerstandszabl. Mit w nach Blasius gilt: 


— 


3/ 
ad 'udoc 
se 


14 
— = 0,0395 et) = 0,0395 (Pe&)". 
A 


Ein wesentliches und für die Praxis sehr angenehmes Charakteristikum unserer 
tleichung (die übrigens sehr ähnlich einer schon früher von Nusselt empirisch aus 
seinen Messungen mit Luft aufgestellten Gleichung ist) ist, daß in ihr die beiden Unab- 
hängigen Rey und 6 nur in der einfachen Form Rey/s=Pe auftreten. 


Vor kurzem hat Prof. Prandtl’) eine früher von ihm auf Grund seiner Grenz- 
schichthypothese aufgestellte Theorie für beliebige 0 neu aufgegrifien und in ihr mit 
Hilfe der neueren Prandtl-Kärmänschen Aehnlichkeitsbetrachtungen einen vorher noch 
unbestimmt gebliebenen Faktor berechnen können. Leider aber ist der Wert dieses 
Fakto s auch jetzt noch sehr unsicher, so daß Prof. Prandtl selbst vorschlägt, diesen 
rein »hydrodynamischen« Faktor erst einmal aus Wärmeübergangsbeobachtungen zu er- 
mitteln. Folgen wir diesem Vorschlag und ermitteln den Faktor etwa aus unseren 
Messungen für 0 — 0,25, so ergibt sich für ihn der Wert 0,4 (statt 1,6 in der Prandtl- 
schen Theorie) und es zeigt sich folgendes interessante Ergebnis: In dem sehr großen 
Bereich P& = 6000 bis 600000 und o=!/, bis 1 beträgt die Abweichung zwischen 
Prandtls und unserer Formel maximal 8 °/,, d.h. beide Theorien liefern, wenn man 
in Prandtls Formel den genannten empirischen Faktor einsetzt, praktisch beinahe das 
gleiche Resultat. 


Was den Verlauf im Bereich kleinerer ÄAnlauflängen und größerer Einlaufstörungen 
(höhere Temperaturen) anlangt, so ergaben sich mit zunehmender Kesseltemperatur, 
zunehmender Reynoldsscher Zahl und abnehmender Anlauflänge zunehmende Werte der 
Wärmeübergangszahl. Es gelang, alle Einflüsse in eine dimensionslos formulierte empi- 
rische Gleichung zusammenzufassen, die unser gesamtes Beobachtungsmaterial bis herunter 
zu z2/d = 150 befriedigend wiedergibt. 928, 18 


I) Vergl. hierüber Prandtl, 1. e. 
*), L. Prandtl. Bemerkung über den Wärmeübergang im Rohr. Phys. Z. Bd. 29, (1928), 
Nr. 14, S. 487. 
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19. Mechanische Schwingungsmesser hoher Empfindlichkeit. 
Von G. REUTLINGER in Darmstadt. 


Die beiden, in dem Vortrag behandelten, mechanischen Schwingungsmesser sind, 
wie die meisten Seismographen und Schwingungsmesser schwingfähige Gebilde, 
welche aus Masse und Rückstellkraft bestehen. Die Schwingungsmesser führen also 
erzwungene Schwingungen aus. Eine Dämpfung zur Herabminderung störender Eigen- 
schwingungen vervollständigt das schwingungsfäbige System. Die Theorie der Seis- 
mographen und damit auch der Schwingungsmesser wird zuerst von Wiechert auf- 
gestellt. Sie läßt sich, wie der Referent in einer früheren Arbeit') gezeigt hat, in vollem 
Umfange auf die Theorie der erzwungenen Schwingungen zurückführen. 

Die Theorie der Schwingungsmesser umfaßt die Gesetze der erzwungenen 
Schwingungen mit Dämpfung, jedoch ohne Berücksichtigung der Reibung, da die Ein- 
führung dieser Größe die Theorie derart erschweren, daß eine schnelle Auswertung der 
Beobachtungen unmöglich würde. Die Reibung wird praktisch vernachlässigt. Hier- 
durch entstehen Fehler, besonders bei kleinen Störungsschwingungsweiten und hoher 
Empfindlichkeit. Die Reibung wächst proportional dem Quadrate der Vergrößerung, daher 
werden bei Seismographen stationäre Massen proportional dem Quadrate der Vergrößerung 
wachsend verwendet, bis zu 15000 kg bei 2000facher Vergrößerung. Schwingungsmesser 
gestatten jedoch, um tragbar zu bleiben nur die Verwendung einer kleinen stationären 
Masse in der Größenordnung von einigen Kilogrammen. Die Reibung ist besonders groß 
bei mechanischer Aufzeichnung, daher geben nur die wenigsten mechanisch aufzeichnenden 
Schwingungsmesser brauchbare Aufzeichnungen. Die Verwendung optischer Aufzeichnungen 
ergibt brauchbare Resultate bis zu etwa 1000facher Vergrößerung. Stärkere Vergröße- 
rungen bedingen die Einführung weiterer Hebel, die wegen Reibung, Zusatzträgheits 
momente usw. ungetreue Aufzeichnungen ergeben. 

Der ideale Schwingungsmesser besteht aus Masse, Rückstellkraft und ist versehen 
mit einer Dämpfung proportional der Geschwindigkeit. Es sind möglichst wenig Hebel- 
übertragungen vorhanden, Reibung darf nicht vorhanden sein. Das Gewicht soll wenige 
Kilogramm nicht übersteigen. Die Vergrößerung soll in weiten Grenzen verändert 
werden können. 

Die beiden Schwingungsmesser sind nach diesen Gesichtspunkten konstruiert. Der 
große Vertikal-Schwingungsmesser besteht aus einem einarmigen Hebel, an 


welchem die stationäre Masse (9 kg) und die Rückstellkraft, eine Spiralfeder aus wenigen 
Windungen, angreift. Am freien Ende 


des einarmigen Hebels befinden sich 

zwei Meßspulenpaare, welche durch Schwingungsmesser 
ein elektromagnetisches Feld schwingen Reutlinger 1920 
und weiter eine Aluminiumplatte, die 
durch ein zweites elektromagnetisches 
Feld schwingt. Weitere Hebel sind 
nicht vorhanden. Das Hebelgelenk ist 
zur Vermeidung von Reibung als 
Kreuzfedergelenk ausgebildet. Zur Er- 
zielung einer langen Eigenschwin- 
gungsdauer ist der Angrifispunkt der 
Spiralfieder an dem einarmigen Hebel 
tief gelegt. Die Eigenschwingungs- 
dauer läßt sich in weiten Grenzen, 
von etwa '/ıo bis 8 Sek. regeln. Die 
Aufzeichnung erfolgt mittelst Drehspul- Abb. 1. 

instrumentes bei langsamen Störungen, 

mittelst Schleifen- oder Saitenoszillographen bei schnellen Störschwingungen. Gemessen 
bzw. aufgezeichnet werden die Ströme. welche durch Schneiden des Magnetfeldes in den 
Meßspulen entstehen. Die Ströme sind proportional der Schnittgeschwindigkeit und haben die 
Größe von 5x 10° Amp bei einer Schwingungsweite von '/ıooo mm für die Schwingungsdauer 
1 Sek. Bei Verwendung eines Saitengalvanometers von einer Empfindlichkeit von etwa 
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l) Reutlinger, Eine experimentelle Ueberprüfung der Theorie der Schwingungsmesser. Gerlands 
Beiträge zur Geophysik, Bd. XX, 1929, 
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2><10”° Amp ergibt eine Störschwingungsweite von '/ıooo mm bei einer Eigenschwin- 
gungsdauer von 1 Sek einen Aussschlag von 2,5 mm. Der Ausschlag wächst pro- 
porıiional der Geschwindigkeit der Sıörschwingung und nicht proporional der Ampli- 
tude derselben, wie bei den anderen Schwingungsmessern. Da der Vertikalschwin- 
gungsmesser ein schwingungsfähiges System ist und dem Gesetze für erzwungene 
Schwingungen gemäß eine verschiedene dynamische Vergrößerung je nach dem Ver- 
hältnis der Störfrejuenz zur Eigenfrequenz hat, muß diese Resonanzkurve bei der 
Auswertung der Aufzrichnungen berücksichtigt werden. Diese Größe tritt jedoch als ein 
voraus berech"nbarer Faktor auf. Etwas wird die Auswertung der Aufzeichnung noch 
erschwert dadurch, daß das elektrische Meßgerät gleichfalls ein schwingungsfähiges System 
ist, das den Gesetzen für erzwungene Schwingungen genügen muß. Die rechnerische 
Auswertung läßt sich jedoch mit einigen graphischen Hilfsmitteln rasch lösen. Am ein- 
fachsten ist es eine Eichkurve mittelst eines künstlichen Fundamentes aufzustellen, wie 
es der Referent ausgeführt hat. Die durchgeführten Untersuchungen haben gezeigt, 
daß der groß» Vertikalschwingungsmesser in weitesten Grenzen abbildungstreu arbeitet, 
d.h. daß aus der Aufzeichnung die wahre Be- 
wegung ermittelt werden Kann. 

Noch einen Schritt weiter führt der Klein- 
Schwingungsmesser »Meßdose« bezeichnet. Dieses 
Gerät besteht im wesentlichen aus einem Topf- 
magneten. la das elektro-magnetische Feld des- 
selben taucht die Meßspule zugleich stationäre 
Masse ein, die Geschwindigkeit wird aus zwei 
Metallmembranen gebildet. Der Spulenkörper der 











ww 


Meöspwie 


L Meßspule ist aus Kupfer hergestellt und bildet 

2 hiermit zugleich eine Dämpfung des Systems, die 

x proportional der Rickstellkraft ist. Das Gewicht 

Sg der stationären Masse ist nur wenige Gramm, das 

‚SI Gesamtgewicht des Schwingungsmessers nur etwa 

RAa3877 3—4 kg. Die Empfindlichkeit kann fast bis zur 
derselben Größe wie bei dem großen Schwin- 

Abb. 2. gungsdurchmesser gebracht werden. Die unterste 


ırenze der Beschleunigungsgröße, welche ge- 
messen werden kann, ist etwa 10 Milligal Durch Einschaltung von Verstärkerröhren 
kann die Empfindlichkeit noch etwa um das hundertfache gesteigert werden. Durch 
Finführung von unempfindlicheren elektrischen Meßinstrumenten bzw. Shunten kann die 
Empfindlicukeit beliebig reduziert werden. 928, 19 


20. Über Strahlungs- und Richtwirkungseigenschaften 
von Schallstrahlern. 
Von H. BACKHAUS in Berlin. 


(Mitteilung aus dem Forschungslaboratorium Siemensstadt.) 


Nach Rayleigh') ist die von einem Kugelstrahler n-ter Ordnung insgesamt ab- 
E e E_ [jv.: do, wk= Eu En c die Schallgeschwindig- 

2 (un + Bu”). R 4 c 

keit, r der Kugelradius, o die Luftdichte, do das Flächenelement der Einheitskuge!], 

U/„ die Radialgeschwindigkeit der Kugeloberfläche ist. «, und ß,„ sind gewisse rationale 

Polynome, die aus der Lösung der Wellengleichung zu berechnen sind. Setzt man für 

U„ die allgemeinen Laplaceschen Kugelfunktionen ein, so läßt sich das Integral aus- 


werten. Es wird: 


gestrahlte Leistung: L= 


||urdo=a.: 
Hiernach sind die abgestrahlten Leistungen bei konstanter Geschwindigkeit, d. h. die 
Strahlungswiderstände für rein zonale Strahler der Ordnungen 0 bis 4, in Abhängigkeit 


2 nr 


A 


n 

4 2 rn (n+»)! 
(a HT, 

2n+l1 2n+1,-—ı (n—v)! 


von kr = berechnet. Es zeigt sich, daß, solange die Wellenlänge groß ist im Ver- 


) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Bd. II, S. 327. 
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gleich zum Kugelradius, die abgestrahlte Leistung klein ist. Erst mit zunehmender 
Frequenz wird die Abstrahlung merklich, und zwar um so später, je höher die Ordnung 
des Strahlers ist. 


Das Ergebnis wird angewandt auf die Klangkörper von Saiteninstrumenten. Diese 
sind durchgängig zu klein, um die Grundtöne der tiefsten Töne merkbar abzustrahlen. 
Bei Klangaufnahmen erkennt man bei der Geige eine merkliche Schwächung des Grund- 
tons bis zu 280 Hertz. Bei der Viola ist die Wellenlänge des tiefsten Tones 50 vH 
länger als bei der Geige, dageren die Dimensionen des Klangkörpers nur um etwa 
10 vH größer. Man muß also Schwächung des Grundtones etwa über die ganze tiefste 
ÖOktave hinweg erwarten. Die Klangauinahmen von zwei Violen bestätigen das. Die 
Erklärung der Schwächung des Grundtons bei den tiefsten Tönen der Saiteninstrumente 
durch Strahlungseigenschaften erscheint hiernach gesichert, zumal eine Prüfung aller 
anderen in Frage kommenden Faktoren: Eigentümlichkeit des Anstrichs, höherer Saiten- 
schwingungstypus, fehlende Resonanz des Geigenkörpers ausscheiden, wie die hierfür an- 
gestellten Versuche ergaben. 


Um die Schwingungsform von Klanekörpern der Streichinstrumente festzustellen, 
wird die schwingende Fläche mit kleinen Kondensatoren abgetastet, die in Hochfreqnen»- 
schwinpgungskreisen liegen. Die eine Belegung dieser Kondensatoren ist eine Bronzefolie 
von 0,005 mm Dicke, die auf die schwingende Fläche aufgebracht wird, die andere eine 
Metallplatte von S mm Dmr. Es werden zwei Kondensatoren verwendet von denen einer 
fest bleibt, während mit dem anderen eine Anzahl von Punkten abgetastet wırd. Die 
Bewegungen der einzelnen Punkte werden oszıllographisch registriert; aus diesen Kurven 
werden die Phasenbeziehungen der Partialschwingungen gewonnen. Es wird die Schwin- 
gungsform des Grundtons von & auf einer Stradivariusgeige mitgeteilt, woraus die 
versteifende Wirkung des Baßhalkens zu erkennen ist und dıe Rolle, die die F-Löcher 
spielen, nämlich eine Unterteilung der Decke zu erleichtern. 


Die Konfiguration der Schallfelder ist selbst bei einfachen Strahlern, z. B. der 
kreisförmigen Kolbenmembran, sehr kompliziert. Es ist daher für die Praxis wichtig, die 
Richtwirkungen von Streichinstrumenten zu kennen. Die Geige wurte auf ein Dreh- 
gestell gesetzt, elektromagnetisch angezupft und gleichzeitig um 180° in etwa 5 srk ge- 
dreht. Der Klang wurde mittels Kondensatormikrophon und oszillographisch anfgezeiennet. 
Hieraus werden Richtwirkungsdiagramme für die einzelnen Teilıone erhalten. Al= erstes- 
Resultat ergibt sich bei der erwähnten Stradivari:sgeige eine sehr stark selektive Aus 
strablung der Frequenz 3300 Hertz in einer Richtung, die bei der normalen Spielhaltung 
der Geige etwa horizontal ist. Es wird in diesem Zusammenhang an frühere Ergebnisse 
von Klanguntersuchungen') erinnert, wonach eine Geige um so klangschöner ist, je 
stärker eine Resonanz in Gegend 3000 bis 4000 Hertz anspricht. 928,20 


21. Über Herztöne und Herzgeräusche. 
Von F. TRENDELENBURG in Berlin-Siemensstadt. 
(Nach gemeinsamen Versuchen mit K. Posener, Berlin, 4. Medizinische Klinik der Universität.) 


Es wird über Untersuchnngen berichtet, welche mittels einer Methode zur elek- 
trischen Klangaufzeichnung über die Eigenschafien von Herztönen und Herzgeräuschen 
durchgeführt wurden. Als Schallempfänger dient das Kondensatormikrophon nach 
H. Riegger. Die Eigenschaften des Mikrophons und der ührigen für die Versuche be- 
nutzten Apparate sind so einwandfrei definiert, daß eive auch quantitativ brauchbare 
Weıtung der gewonnenen Ergebnisse möglich ist. 


Es wird eine Reihe von Klangbildern besprochen, die an gesund-n und an er- 
krankten Versuchspersonen aufgenommen wurde. Die Aufnahmen lassen bemerkenswerte 
pbysikalische Eigenschaften der in Frage stehenden akustischen Phänome erkennen. Aus 
diesen Eigenschaften werden Schlüsse auf die physikalischen und physiologischen Vor- 
gänge bei der Erzeugung der Schallphänome gezogen. 


Der Vergleich der Klangbilder mit dem sunjektiv erhobenen Auskultationshbi fınd 
erfordert die Berücksichtigung der physikalischen Eire' schaften des Gehörs Die grringe 
Empfindlichkeit des Gehörs für tiefe, die große für hohe Frequenzen, täuscht d-m sup- 


) H. Backhaus, Zeitschr. f. techn, Phys., Bd. 8 (1927), S. 509. 
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jektiven Empfinden eine andere Klangverteilung vor, wie sie die physikalisch gleich- 
mäßig arbeitende Apparatur ergibt. Es wurden daher auch Versuche mit einer Apparatur 
durchgeführt, welche eine ähnliche Frequenzabhängigkeit besitzt wie das Gehör. Die mit 
dieser Apparatur aufgenommenen Klangbilder lassen unmittelbaren Vergleich mit dem 
subjektiv erhobenen Auskultationsbefund zu, 928, 21 


22. Über Vierpole und Siebketten.') 
Von W, CAUER in Göttingen. 


Bei passiven Vierpolen (Schaltungen von Selbstinduktionen, gegenseitigen Induk- 
tionen, Ohmschen Widerständen und Kapazitäten mit zwei Paaren von Zugangsklemmen 
ohne innere elektromotorische Kräfte) bestehen für alle Frequenzen des Wechselstroms 
zugleich folgende für die Fernmeldetechnik wichtigen Sätze: Jeder symmetrische Vierpol 
ist einer Brückenschaltunrg (Gitterschaltung) aus Zweipolen äquivalent, die untereinander 
nicht durch gegenseitige Induktionen verknüpft sind (Abb. 1). Insbesondere ist jede 

symmetrische Siebkette oder Phasenaus- 
gleichschaltung äquivalent mit einer Schal- 
tung ohne gegenseitige Induktionen. Der 
Entwurf symmetrischer Siebschaltungen, 
Dämpfungsausgleich- und Phasenaasgleich- 

—. schaltungen geschieht zweckmäßig so, daß 
zunächst die Konstanten zweier den symme- 
trischen Vierpol charakterisierender Funk- 
tionen der Frequenz (zı und 2% in Abb. ı) 
nach Wunsch festgelegt werden. Dann kann 

ein Vierpol mit den verlangten Eigenschaften 

Abb. 1. in Form einer Brückenschaltung durch Kon- 

struktion von Zweipolen realisiert werden, 

die diese beiden Funktionen der Frequenz als Widerstandscharakteristiken besitzen. Durch 
Transformation lassen sich hieraus sehr viele andere frequenzäquivalente Schaltungen 











Abb. 2a bis 2c. 


!) Eine ausführlichere Mitteilung hierüber soll in der Zeitschrift Elektrische Nachrichtentechnik 


erscheinen, 
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gewinnen, unter denen man gemäß den Anforderungen der Praxis nach geringer Zahl 
der Schaltelemente, günstigen Abmessungen und Symmetrie bezügllich a- und b-Ader zu 
wählen hat. Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in der Erfassung aller Möglichkeiten, 
aus denen bisher wegen der Beschränkung auf Kettenleiter immer nur eine kleine Aus- 
wahl getroffen wurde. — Jeder beliebige unsymmetrische Vierpol ist gewissen kanonischen 
Schaltungen frequenzäquivalent, die im allgemeinen auch dann gegenseitige Induktionen 
enthalten, wenn Ohm sche Widerstände nicht vorhanden sind (z.B. Abb. 2au.b). Schaltungen 
mit gegenseitiger Induktion lassen sich also insbesondere bei Siebketten ohne Einschränkung 
der Allgemeinheit nicht umgehen. Die Verwendung von gegenseitiger Induktion ist sogar 
praktisch wünschenswert auch im Falle symmetrischer Sieb- uni Ausgleichsschaltungen, 
da sich dadurch Ersparnisse an Schaltelementen ergeben. — Jede Schaltung von Selbst- 
induktionen und gegenseitigen Induktionen ist einer Schaltung äquivalent, in der nur feste 
Kopplungen vorkommen (Abb. 2c). — Zu jedem Zweipol und Vierpol (sogar zu jedem 
2n Pol) lassen sich frequenzreziproke Schalturgen realisieren Dies gilt ganz allgemein, 
auch beim Vorhandensein von gegenseitigen Induktionen. Bisher war nur die Möglich- 
keit der Konstruktion frequenzreziproker Zweipole in dem Falle bekannt, wo sich die 
Schaltung aus Reihen- und Parallelkombinationen und aus Wheatstoneschen Bricken- 
anordnungen zusammensetzen läßt. Praktische Bedeutung haben die freqnenzreziproken 
Zweipole u. a. für die Ausgleichsschaltungen konstanten Wellenwiderstandes. — Vor- 
stehende Sätze sind Ergebnisse einer mathematischen Untersuchung, in der positiv definite 
quadratische Formen, Invariantentheorie, Stieltjessche Kettenbrüche, eine Arbeit von 
Hurwitz über ganze rationale Funktionen, deren Nullstellen sämtlich negativ reellen 
Teil besitzen, analytische Funktionen mit positiv reellem Teil und kombinatorische Topo- 
logie eine Rolle spielen. 928, 22 


23. Fragen aus der Physik der Hochspannungsventilröhren. 
Von K, POHLHAUSEN in Berlin. 


Bei Glühventilröbren mit zylindrischer Anode und mebreren der Achse des 
Zylinders parallel angeordneten Glühdrähten werden die Glühdrähte durch pondero- 
motorische Kräfte beansprucht, die dem Quadrate der Spannung proportional sind. Hohe 
Spannungen könren einen Bruch der Glühtäden verursachen. Man kann jedoch durch 
geeignete Anordnungen diese Kräfte zum Verschwinden bringen. Eine solche Anordnung 
zeigt Abb. 1 als Beispiel für zwei Glühdrähte. 

Die Kraft auf einen Glühdraht ist gegeben durch das Produkt aus seiner Ladung 


und der Feldstärke, welche an seinem Platze herrscht. Die mathematische Aufgabe der 
Berechnung kräftefreier 
Anordnungen besteht y 
nun bei zweidimensio- a 
: Inder 

naler Formulierung dar- 
in, eine Potentialfunk- { N 
tion so zu bestimmen, nnfeder R 
daß sie auf dem Rande —— m  Auharähe_ — —T- 
eines Kreises (dem Quer- zu 
schnitt des Anoden- : Halterung 
zylinders) konstant ist, pr Schnitt A-B 
und im Inneren Extre- | 
malwerte oder Sattel- Abb. 1. 
punkte besitzt. In die- 
sen Punkte ist die Feldstärke als Ableitung des Potentials nach jeder Richtung hin Null, 
so daß auf ein hier befindliches fadenförmiges Gebilde keine Kraft ausgeübt werden kann. 

Für die angegebene Anordnung wurden die Ladunrgen auf den Glübdrähten und 
auf der Halterung berechnet und dann der Nachweis der Kräftefreiheit geführt Hierbei 
ist zu beachten, daß die Halterung vom Heizstrom durchflossen wird, und also dasselbe 
Potential wie die Gliühdrähte besitzt, sofern man den Spannungabfall vernachlässigt. Es 
wurde die Kapazität der Anordnung und die mittlere Feldstärke auf der Oberfläche der 
Glühdrähte angegeben. Sie beträgt nur die Hälfte der Feldstärke einer normalen An- 
ordnung mit einem zentralen Glühfaden. Die Sättigungsspannung ist ungefähr umgekehrt 
proportional der Feldstärke, so daß eine Verdoppelung der Sättigungsspannung zu erwarten 
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ist, und damit auch eine entsprechende Vergrößerung der Verluste. Man wird aber 
diesen Nachteil in Kauf nehmen, da die Betriebsspannung eines solchen Glühventilrohres 
infolge der Kräftefreiheit der Glühdrähte weitgehend erhöht werden kann. Der Sättigungs- 
strom eines Rohres mit der angegebenen Konstruktion wird gegenüber der koachsialen 
Anordnung verringert, weil ein Teil der Elektronen auf die Halterung trifit und die 
Anode nicht erreicht. Die Verkleinerung beträgt jedoch nur wenige Prozent und kann 
durch eine geringfügige Verlängerung des Anodenzylinders ausgeglichen werden. 

Die Elektronen erhitzen die Anode beim Auftreiffen mit Ausnahme von zwei Stellen, 
die durch die Halterung abgeschirmt sind. Die Anode erwärmi sich daher ungleich- 
mäßig und es werden Wärmespannungen hervorgerufen. Die Differentialgleichung der 
stationären 'l'emperaturverteilung auf dem Anodenzylinder wurde aus der Wärmebilanz 
aufgestellt und integriert. Zugeführt wird Wärme durch die Bremsleistung der Elektronen. 
Ein Wärmeaurgleich ist im Anodenzylinder durch Wärmeleitung vorhanden. Wärme- 
abfuhr findet nur durch Strahlung statt, da sich die ganze Anordnung im Vakuum 
befindet. Die abgestrahlte Wärmeleistung steigt für den schwarzen Körper proportional 
mit der 4. Potenz der absoluten Temperatur, auf Grund von Messungen wird die Gesamt- 
strahlung der aus Molybdän angefertigten Anode proportional mit der 5. Potenz der 
absoluten Temperatur angesetzt. Formal erscheint die Differentialgleichung nicht linear. 
Sie kann jedoch durch ein Integrationsverfahren linearisiert werden. Dabei ergibt sich 
eine räumlich konstante Anodentemperatur, welche nur von der Strahlungskonstanten und 
der Bremsleistung der Elektronen abhängt. Ueber diese Mitteltemperatur ist eine Örtliche 
Temperaturschwankung gelagert, in welche außerdem noch die Wärmeleitfähigkeit des 


Anodenmaterials eingeht. Die berechnete Temperaturverteilung stimmt mit der Messung 
gut überein. 928, 23 


HAUPTAUFSÄTZE 


Über den Widerstand 


einer in einer Flüssigkeit rotierenden Scheibe.' 
Von CURT SCHMIEDEN in Danzig-Langfuhr. 


inleitung. Zu den wenigen Fällen, in denen die Bewegungsgleichungen der zähen 

Flüssigkeiten integriert werden können, ‚gehört die laminare Strömung, die durch eine 

rotierende Scheibe mit unendlich großem Radius in einer unendlich ausgedehnten 
Flüssigkeit erzeugt wird. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in diesem Falle auf ein 
System gewöhnlicher Difierentialgleichungen reduzieren, die durch numerische Integration 
gelöst werden können. Hr. v. Kärmän rechnet das Problem grenzschichtmäßig durch und 
erhält einen Näherungswert für den Reiburgswiderstand *). Auch für den Fall der Turbulenz 
gibt er den Widerstand an, indem er die Blasiussche Formel für den Strömungswiderstand 
in glatten Rohren auf den vorliegenden Fall überträgt. Die Uebereinstimmung mit den 
Versuchen ist recht gut. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung des Widerstandes, den eine 
endliche Kreisscheibe erfährt, wenn sie in einem mit zäher Flüssigkeit gefüllten und 
allseitig geschlossenen Zylinder mit gegebener Winkelgeschwindigkeit ® rotiert. Dabei 
beschränke ich mich von vornherein auf so kleine Geschwindigkeiten, daß die quadratischen 
Glieder der Navier-Stockesschen Gleichungen vernachlässigt werden können. Nennen 
wir die ganze Höhe des Zylinders 2 Ah, seinen Radius ”,, den Scheibenradius r, und die 
Größe ru. — r,, also den Abstand des Endpunktes eines Scheibenradius von der Gefäßwand, 
die Spaltbreite Ö, so läuft die Aufgabe darauf hinaus, die Abhängigkeit des Widerstandes 
der Scheibe einmal vom Seitenverhältnis des Gefäßes bei konstanter Spaltbreite, das andere 
Mal von der Spaltbreite bei konstantem Seitenverhältnis für praktisch vorkommende Zahlen- 
werte zu bestimmen. 

Unter der Annahme kleiner Geschwindigkeiten verläuft die Bewegung naturgemäß 
laminar, jedes Flürsigkeitsteilchen beschreibt einen Kreis um die Zylinderachse. Mittels 


) Diese Arbeit wurde von der philosophischen Fakultät der Universität Berlin als Doktor- 
Dissertation angenommen. Referenten: Prof, v. Mises und Prof. Bieberbach. 


9) v. Kärmän, Ueber laminare und turbulente Reibung, diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), 
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einer zweckmäßigen Substitution gelingt es, die Differentialgleichung für die Geschwindigkeit 
auf die Potentialgleichung Ag = 0 zurückzuführen. Von dieser Ditterentialgleichung 
gehe ich in der üblichen Weise mit Hilfe der Greenschen Formel zu einer Integral- 
gleichung für die Randwerte der gesuchten Funktion über. Die Integrale dieser Formel, 
die ursprünglich über die gesamte Begrenzungsfläche des Bereiches erstreckt sind, lassen 
sich infolge der Rotationssymmetrie in Randintegrale über einen Meridianschnitt umformen. 
Die so entstehende Integralgleichung ersetze ich näherungsweise durch ein System endlich 
vieler linearer Gleichungen, durch dessen Auflösung ich die gesuchten Randwerte für 
eine Reihe diskreter Punkte erhalte; diese Auflösung führe ich für eine Anzahl von 
Werten des Seitenverhältnisses und der Spaltbreite durch. Dabei zeigt sich, daß der 
Widerstand bis zu sehr kleinen Werten des Seitenverbältnisses von diesem praktisch 


unabhängig ist, während er von einer kleinen Aenderung der Spaltbreite schon sehr stark 
beeinflußt wird. 


1. Die Differentialgleichung. Die Navier-Stokesschen Grundgleichungen 
der Bewegung einer zähen, inkompressiblen Flüssigkeit sind gegeben durch 
e) 


5; + (vgrad)v—= Ss — 
( 


| e 
geradp +» Jv; Ei irn | a. : 


Hierin bedeutet v die vektorielle Geschwindigkeit, & die äußere Kraft, p den Druck, 
o die Dichte und » die kinematische Zähigkeit. 


’ ’ s Re od 
In unserem speziellen Problem ist die Bewegung stationär, also , — 0 


ot 
verschwindet die äußere Kraft. Weiterhin wollen wir die Bewegung nur bei so kleinen 


Geschwindigkeiten untersuchen, daß Glieder zweiter Ordnung in den Geschwindigkeiten 
zu vernachlässigen sind. Damit erhalten wir als Bewegungsgleichungen 


‚ ferner 


’ = 
o 0x o oOy 0 Oz’ x Iy )z 


Für dieses System suchen wir eine Lösung zu gewinnen, für die p = konst. überall er- 
füllt ist. Dazu transformieren wir zunächst auf Zylinderkoordinaten: die Z-Achse sei die 
Rotationsachse, w die Geschwindigkeit in dieser Richtung, AR die Geschwindigkeit in 
Richtung des Radiusvektors und V die zu beiden senkrechte Komponente. Infolge der 
Rotationssymmetrie sind dabei alle drei Geschwindigkeitskomponenten unabhängig vom 


1 O ı 0 1 () Ju )v dw 
vAu= re Jv— ze.  Juv= ei + + =0 (2) 


Winkel 9. Wir können nun leicht zeigen, daß unter den gemachten Voraussetzungen 


nur V von Null verschieden ist. Die Komponente w genügt der Differentialgleichung 
dw=0 

und muß außerdem am ganzen Rande verschwinden, also nach bekannten Sätzen der 
Potentialtheorie identisch Null sein. Für die festen Wände und die rotierende Platte ist 
es ohne weiteres wegen der Bedingung des Haftens klar, daß w dort verschwinden muß. Im 
Spalt folgt es aus Symmetriebedingapgen. Die Kontinuitätsgleichung lautet, da V unab- 
hängig von @ ist. 

Ö(r R) OI(ru) 


> =U 
Or Üz 


Führen wir eine Stromfunktion ein, die diese Gleichung identisch befriedigt, so wird 


rR= . 1 : rw a — E 
2 Or 
Da w überall verschwindet, kann » und damit auch "KR nur eine Funktion von 2 
sein. ZA verschwindet aber auf den seitlichen Gefäßwänden und somit auch im ganzen 
Bereich. 
Um die Differentialgleichung für V aufzustellen, haben wir die Gleichungen 


0? u 1 Ou 1 u OÖ? u 


du=— + + — —— + —=0/ 
Or? rÜr g Og* () 2? (3) 
0% I dv I 0%» 0» \ PS > 
dv=- + - . —— == 
Or? r Or r” Op? 02? 
und die Transformationsfiormeln 
= — using+vceoy . . . (3a), 0=ucsg+vsing . . .(3b). 


Multiplizieren wir die zweite Gl. (3) mit cos und subtrahieren die mit sin y multiplizierte 
erste von ihr, so folgt 


Me EEE a 
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Ay? u. 1 (dv ou. 1 (Oo u. 
. 008 J - ‚sin@g-+ — (> cosqg — sinyg)+ — r cC08 9 — — sin g) 
Or? Or? r \Or Or r \0g@? Op? 
0% y O0 u u 
—- co u ==U(). 
1 Apr sy zn ( 
OV 
Nun ist aber — (U) also 
oO f 
Ov ou. Ov ou. 
cos 9 — sin J —Uucosp — vsing = co8 9 — — sing =0 
Ig Ig og 0% 
wegen Gl. (3b). Nochmalige Differentiation liefert 
0%» u, Ov , u 
„e08 9 — ——, sin Pg— —sinp — —c89g—=(. 
Og* Og* Ip Op 
Die beiden letzten Terme sind aber gleichbedeutend mit 
N) 
(ucosyg+vsing)+using—vesyg=— | 
0g 
wie aus (3a) und (3b) folgt. Es ist also 
”p u - 
689 —;-sing=—V, 
Up" Og“ 
so daß wir für V die Differentialgleichung erhalten 
0? y ıoV V 9#YV ? 
+ -— +0 . ....0.0. 0.6). 
Ir“ r Jr T“ O2? 


2. Die Lösung für verschwindende Spalibreite. Setzt man die Spaltbreite 
Null, so läßt sich leicht eine Lösung der GI. (4) aufstellen, die allen Grenzbedingunrgen 
genügt!). Machen wir den Ansatz V=R(r)-Z(z), so zerfällt die Gl. (4) in zwei ge- 
wöhnliche Differentialgleichungenr, nämlich 
2?» ) 
OR, 1 AR, (1 3 R=0, 
2 dz 


dr’ r dr 


d?Z 37 
a kKZ= U 
mit den Lösungen 
R=bJ, (kr), Z=bSink(z—+h); 
damit V auf den seitlichen Begrenzungen verschwindet, muß sein 
Kr == On; Kk = Ou/t , 


wobei ro den Zylinderradius bedeutet und _, eine Wurzel der Gleichung Jı (eo) = 0 ist. 
Wir können die Lösung somit in Form einer Reihe anschreiben 


r On 
om (z + h) 
y + Tr Or 
V=-2, — — ler). 
On 
on — A 
70 
Für z= 0 wird das 
\ On 
v=-:b,Ah(“®r). 
ro 
Andererseits ist aber auf der rotierenden Scheibe V= or, wenn ® die gegebene Winkel- 


geschwindigkeit bedeutet. Entwickeln wir r in einer Reihe nach Besselschen Funktionen 
erster Ordnung 





so erhält man für die A, 


F On 
ra (‘ Jar 


Ö oO 


) Hort: Die Geschwindigkeitsverteilung im Innern zäher, rotierender Flüssigkeiten. Zeitschr, 
f. techn. Phys. Bd. 1 (1920 
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Nun ist aber 


ä u. On ro> n t rt ro? 2 
fee dar fpawar- rn, 
ro On’, On‘ 
0 0 
0 P,„ « ‘ 
y [ On r03 r ak Em ro On” ) 
rJı’\—r)ldr =- 2 sd G)di= Pr an (Er) J (On) 
R ‚ro On, On 2 
0 0 


Berücksichtigt man noch, daß wegen der Beziehung 


2 
In — 1) (r) + Inı 1) (r) — — Jn (r) y 
fürn=1 und r=g, folgt 


Jo (0.) = — J (0,) r 
so folgt für A, 


2 ro 1 
On Ile) 
Da » A,„—Db, sein muß, so erhält man als Lösung der Aufgabe 
Sin" e+n.d (* ) 
V=2w "9 P> > - > 
on Sin z h Ja (on) 


A, um 


Diese Lösung dürfte auch bei nicht verschwindender Spaltbreite die Geschwindig- 
keitsverteilung recht gut wiedergeben, natürlich nur in einiger Entfernung vom Spalt. 
Für die Widerstandsberechnung bei endlichem Spalt ist sie aber unbrauchbar, da hierfür 
gerade die Verhältnisse im Spalt und dessen nächster Umgebung von ausschlaggebender 
Bedeutung sind. Da es nun von vornherein ziemlich aussichtslos erscheint, die Differen- 
tialgleichung (4) bei endlicher Spaltbreite geschlossen zu integrieren, werden wir einen 


andern Weg zur Lösung einschlagen, indem wir das ganze Problem auf eine Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie zurückführen. 


3. Aufstellung der Integralgleichung. Wir hatten im Abschn. 1 gesehen, daß 
jedes Flüssigkeitsteilehen eine Kreisbahn um dıe Rotationsachse beschreibt. Setzen wir') 
um — 2“ : t—=+ ‚r . V= u 4 i Grenzbedingungen fur V 
y Oz Ir „ 

„ Y=wr IN ‚ 
so wird durch diesen Ansatz die Konti- ARE Eee ui 1° 
nuitätsgleichung in ihrer jetzigen Gestalt 

9 Ov === () /=0 
O2  0y | 
identisch befriedigt. An Stelle von Gl. (4) 
tritt dann, weil damit Ju—=Av=0 er ,_ı I 
füllt wird: j 7:0 
O?p 1 dg Op u . 
Or? + r Or 7 Bu Br 0 5). 
Wir stellen hier zunächst die Grenzbedin- 
gungen für die Geschwindigkeit V zu- Grenzbedingungen für 
sammen, um aus ihnen die Grenzbedin- wr? dg 
gungen für unsere »Potentialfunktion« zu er ar = 
gewinnen. Es ist (siehe Abb. 1a) Su 


a) auf den festen G-fäßwänden V=0, ” 
b) auf der rotierenden Scheibe V=owr, |; —.0 


N ‘N 
j i OV ’M 
c) im Spalt — = 0. 
02 





























Die Randbedingungen a) und b) folgen 7 —— nee EEE Y, 
aus der Grundeigenschaft der zähen """ er 
Flüssigkeiten, an festen Wänden zu Abb. 1. 


') Brillouin: La viscosit6 des liquides et des Gaz, Paris 1907, I, 6. 
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haften, die Bedingung c) aus der Symmetrie der ganzen Anordnung gegenüber der 
Scheibenebene. 


Für die Funktion @ folgt daraus (siehe Abb. 1b): 


ME Op 
auf den festen Wänden und der Achse . = 0, 
dr 
R r Ip 
auf der rotierenden Scheibe .=or, 
z 0?g ah 
im Spalt == (0. 
Ir(z 


Diese Bedingungen können wir teilweise noch vereinfachen. 
Auf den Geraden AC und DE ist z konstant, so daß wir erhalten: 


a Op 6) 
auf DE g=konst. =0, auf AByg= oh ‚ auf BC. 7 — konst. — lim (. r) (6). 

2 Oz <—0 rı 
Von der Differentialgleichung (5) und den Randbedingungen (6) können wir nun mittels 
der Greenschen Formel leicht auf eine Integralgleichung übergehen, die nur noch die 


Randwerte des Potentials und seine Normalableitungen enthält. 
Es ist für einen beliebigen Punkt im Innern des Bereiches 


. 04, "19° 
ın9)=| N EN Free 

F\8, R I (t On af r On f 
Hierin beieutet in der üblichen Weise s den Aufpunkt und ? einen Punkt der Begrenzung; 
" ist der Abstand der Punkte s und f, n ist die äußere Normale. 


Zu der gesuchten Integralgleichung gelangen wir nun, indem wir den Punkt s in 
die Berandung hineinrücken lassen; um das Verhalten der Integrale dabei untersuchen 
za können, wollen wir den Punkt s durch einen kleinen Kreis vom Radius e aus der 
Begrenzungsfläche ausschneiden und die Integrale für jedes Flächenstück einzeln be- 
trachten. Rückt nun der Aufpunkt in s hinein, so bleiben in den Integralen, soweit sie 
über die Restiläche erstreckt werden, die Integranden überall endlich, da für sie s auch 
weiterhin ein äußerer Punkt bleibt. In dem zweiten Integral wird zwar, wenn wir es 
über den Kreis erstrecken, r unendlich klein erster Ordnung, aber der Zähler wegen 
df=r’dS2 (d!2 ist das Element des räumlichen Winkels, unter dem die Fläche vom 
Aufpunkt erscheint) unendlich klein zweiter Ordnung, so daß das ganze Integral nur 
einen mit & gegen Null gehenden Beitrag liefert. In dem ersten Integral schließlich 


.» . .. Ol . . * . 

können wir für — | -df auch d2 schreiben. Lassen wir also den Aufpunkt in den 
vn 

kleinen Kreis hineinrücken, so wird der räumliche Winkel 27 ganz unabhängig vom 


Radius ©. Gehen wir zur Grenze €— 0, so wird für einen Randpunkt 


Ol 970 5 
FE =[,W Ep -df-— I= In U. Sie SEE (8), 


wobei die Integrale über die ganze Fläche zu erstrecken sind, das erste aber mit Aus- 
schluß des Punktes s. 


In dieser Formel kommen jetzt nur noch die Randwerte von g und seiner Normal- 
ableitungen vor; zur Berechnung des Widerstandes brauchen wir aber, wie wir gleich 
Oy 
On 
nämlich gleich dem Drehmoment der an der Platte angreifanden Schubkräfte, die infolge 
der inneren Reibung der Flüssigkeit entstehen. Für diese Schubkraf: gibt 
-. 

On 


sehen werden, nur die Werte von auf der rotierenden Scheibe. Der Widerstand ist 


T—=uU- 


das Drehmoment der in einem Kreisring vom Radius r und der Breite dr wirkenden 


Schubkräfte ist also 


Ay 
dW=rdf-t=2aur "dr, 


On 
und für den gesamten Widerstand folgt daraus 


1 


O 
w=2.22u [7 Er, a a a 


On 
0 
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5 


Der Faktor 2 tritt dabei deshalb auf, weil beide Seiten der Scheibe zum Widerstand den- 
selben Beitrag liefern. Nun war 


Op OV OV OR 
du 7% On ds Br: 
1 u h ' 
und W=—4 au| 1’ — 7 q r= —4Anu [758] _ 36 d | (98). 
0 0 


Unsere Aufgabe reduziert sich somit auf die Auflösung der Integralgieichung (8). Für 
die numerische Rechnung ist sie aber in ihrer jetzigen Form wenig geeignet; wir wollen 
sie daher im nächsten Abschnitt insofern wesentlich vereinfachen, daß wir die Oberflächen- 
Integrale in solche umgestalten, die nur noch über die Begrenzung eines Meridianschnittes 
zu erstrecken sind, was durch Berücksichtigung der axialen Symmetrie leicht gelingt. 


4. Vereinfachung der Integrale. ') In Zylinderkoordinaten ist der Radiusvektor 
gegeben durch 


r(s,t)= | (2-2 +r?+r? — 2rnrcoso(n—Qı). 
Berücksichtigen wir noch, daß das Oberfächenelement gegeben ist durch 
df=rdtdg., 


wobei dt das Linienelement der Meridiankurven bedeutet, so erhalten wir für die Inte- 
grale der Gl. (8) die Darstellungen 


Ir 


O1/r 1 
[so (£) Apr Er = \natag,, 


Ss — 2)? 4 73," + Tı° — 2 "Ts ft COS (pi pr) 
0 


2 Ip 7 ( 1 
n 


On SG +r!+n?— 2rırı cos (pn — gi) 


da infolge der Rotationssymmetrie p (ft) und ia unabhängig von der Koordinate g, 
on 


sind, können wir die Integrale auch Behseihen 
} [ er r.dt, 
2 . 


naar $ 
[so 5; - | ( — 2° + rs“ +n'°— 20, Tr: c08 (Js: - gr 
Ir 


19 W Oo d 
EEE j & Irdt, 
r On | 2 - W’’+Hr. +r 
M 


g ıi_dr, Tı cos ( Is —g1) 


Tr 





wobei in dem ersten Integral das Zeichen vor das innere Integral gezogen ist, was 


® .. . . “ . ) ! 
in unserem Fall natürlich zulässig ist. Dr 
Setzen wir jetzt 9. — 9, = w, so wird 
2r 2r 
# dygı da 
: ] Hr Hr? —2rırrcos.g—gı) | Bs—-’+r:+n?— 2rırı cos 


Dieses Integral, das von der Koordinate g, nicht mehr abhängt, wollen wir mit 2K(ts) 
bezeichnen, wobei K (fs) ein vollständiges elliprisches Integral erster Art ist, das wir jetzt 
noch auf die Normalform bringen wollen. Bezeichnen wir mit #, den Abstand des Punktes / 
vom Punkte s, mit Rs den Abstaud von ? von dem Spiegelbild von s an der z-Achse, 
setzen also 

R’=(n—-r)’ + a, — 2) er’ +n’—2rn + (&— 2), 

R’=(r, +r)” + 2. —- 2) =r’+r? +2 rn + — 2), 

so erhalten wir 


++ — 2), =! (R?’+R’?’), 2rnn="(la’— Rı’), 





') Zu diesem und dem folgenden Abschnitt vergl. E. Trefftz »Kontraktion 
Flüssigkeitsstrahlen«, Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 64 (1917). 
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damit erhalten wir für X (ts) 


do 


” / d “) p 
R(t)— | = |: — — 
| Ya (Rı? ++ Rz?) — !/g (Ra? — Rı?) cos : | R,? cos? ®/a + Ro»? sin? w/a 
() 





Für die numerische Rechnung ist es bequemer, dieses Integral noch einmal nach der 
Methode des arithmetisch-geometrischen Mittels zu transformieren. 
Setzen wir also 
e='h(Rkı +R), e=| Rı BR, «= 0/2, 
so erhalten wir 


r/2 r/2 
K (t , [ da 2 [ da 
\ Sı == 2 m — u SB 
J Ve? eos?a + 0’? sin? a ®, ®?—-o? _ 
0 0 1 — -y sin? a 
e 
Mit WOW bene. & _ =; „BB an 
0? Ra + Rı/ ’ R+R (R+R) 0 
geht dies über in 
r./2 
m ff da 2 
Kits)= mu ‚VE | ° 
0°’ Yı-R?sin?!a g 


wenn F(k) das vollständige elliptische Integral erster Art mit dem Modul k in der 
Logendreschen Normalform bedeutet. 
Außer Ä(fs) brauchen wir noch 


5, 


OK OK 
und . 
Or O2: 
Wir erhalten dafür 
ı OK EL Zu, 1darFoOk 
wein ee 
2 Or: 0% Or: o ak Ort 
1 OK De 1dadrFodk 
2 da - FEED > 0 dk dz: ' 
r/2 


Mit den Bezeichnungen E = | 1 I — k?’sin’ad« für das elliptische Integral zweiter 


0 





Art und ’— | 1 —%k? für den komplementären Modul erhalten wir 
OF 1 E ) 6) 0 1 en rt + Ts 
Ok Be k Fr FT; Ur =. 2 + . er, 
, t . | (rt — tr)’ + (a: — 2) | (e+r)?+ (a — 2)? 
ar 1 \ 1 1 
in | a Y j 
= * | n— rn) + (21 — 2)? | rnt+r? +2: — 2? 
(ı)k Ys 2 rı 1,00 Ok 2r 1,00 
Ir ara 0? o’ Ar” Oz: Er 0° Öz: x 


Setzen wir diese Ausdrücke oben ein, so folgt 


IOK BE in 2rır 1 E(k) . 1 /E(k) r 
= - ZiFrW+H Tr. 2 —F%) +3 (@ Fk) 
2 cd) rı 0° Or 0” k k u 0° k k 2 z 
IOK 190 2rır 1,EW 
— > F a f ö Pe Y r )| i 
29 0? 02, k)-+ 03 k | x’ 3 F (k) 
Fast man die Glieder zweckmäßig zusammen, so erhält man 
OK 2 do(\_E(k) u 2 \E(K) 
— — 2 19 — Fik), + — I — — c ren u 9 11 
a r. o* I r: N x"? F (k)\ 0 y.' k' 4 F(k) ( ), 
OK 2 doı_EKW) ' | 
= — - -— 9 — F(k a See Ei 2 12). 
02 292! k'? \ ) ( ) 


5. Quellringströmung. Die Funktion K (ts) stellt, wie aus ihrer Ableitung ohne 
weiteres hervorgeht, das Potential eines gleichmäßig mit Quellen belegten Kreises vom Radiusr, 
dar, der in der Ebene 2=2z, mit dem Mittelpunkt auf der Rotationsachse liegt. Da diese 
Quellringströmung für uns große Bedeutung besitzt, wird es zweckmäßig sein, wenn wir 
uns über diese Strömung einen Ueberblick verschaffen. In allen Fällen rotationssymme- 
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trischer Bewegung einer idealen Flüssigkeit kann man ähnlich wie im Zweidimensionalen 
eine Stromfunktion definieren, die bis auf den Faktor 2 gleich dem Fluß durch die 
Fläche ist, die durch Rotation einer beliebigen Verbindungslinie des zugehörigen Punktes 
mit der 2 Achse um diese Achse entsteht. Zu den Beziehungen, die zwischen den Ge- 
schwindigkeiten und dıeser Stromfunktion besteht, kommen wir am einfachsten auf folgende 
Weise). R 

Wenn wir zum Ausdruck bringen wollen, daß der gesamte Fluß in dem ringförmigen 


Raum, der durch die Rotation eines rechtwinkligen Flächenelementes dr dz um die 2-Achse 
entsteht, Null ist, so haben wir 


d ü 

„,(w2@rdr) dae+,_(R'2rrda)dr=0, 
der e 0) 

oder >, (w r)+ 5, (R r)—=0, 


d. h. aber rRdz —-rwdr 


ist ein vollständiges Differential. Bezeichnen wir dies mit dw, so erhalten wir 


1 dv 1 dv 
vw — — -—, Bm — 
r Or r 02 
andererseits ist aber auch u dp ERBE. . 
“ö Oz ’ Ir e 


Durch Vergleich beider Ausdrücke folgt 


Owy e 
ne A 
O8 








an) 
€ 
= 
a 
a 
| 
nn. 
3 
Ss 
S, 


(13), 


Q 
Ss 


was mit der obigen Definition überein- 
stimmt. 

Bei der Quellringströmung muß | 
aus Symmetriegründen die 2-Achse Strom- 
lirie sein, ebenso die Geraden 2 =2,. 
Gehen wir sehr dicht an den Punkt s 
heran, so nähert sich das Strombild immer 
mehr dem einer geraden Quellinie, die 
Stromlinien gehen also von dort unter 
gleichen Winkelabständen auseinander. 
Diejenige Stromlinie, die entlang der 
Geraden 2 = 2, läuft, teilt sich in ihrem 
Schnittpunkte mit der z-Achse. Ein Teil 
läuft entlang der 2-Achse nach oben ins 
Unendliche, ein Teil nach unten. Dieser 
Stromlinie legen wir den Wert V = 
bei. Ueber das Stromlinienbild in großer 
Entfernung können wir leicht mit Hilfe 
der Stokesschen Stromfunktion einen 
Ueberblick gewinnen. Gehen wir sehr 
weit vom Quellring fort, werden also Aı ,- 2 ae ar Ze u Ah 
und A, sehr groß, so geht k gegen Null kam ”” > 
und damit F(k) gegen z/2, womit wir 
erhalten 














Abh. 2. 


K(ts)- nlo. 


In großer Entfernung wirkt also der Quellring wie eine Punktquelle im Mittelpunkt. Wählen 


wir als Integrationsweg in (13) den Kreis durch P um den Punkt r=0, 2—2,, 80 er- 
halten wir 


d OK st 
On )n 0? E 
und damit , 


v(ts)=r/sindad—=nr(1— 0089). 
Ö 


r=e_sin®, 


Lamb, Hydrodynamik. $ 94, 
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Der von s entlang der Geraden 2 = 2, ins Unendliche laufenden Stromlinie kommt also 


der Wert y=n, der positiven 2-Achse der Wert w—= 2r zu. Den Verlauf der übrigen 
Stromlinien und ihrer Asymptoten zeigt Abb. 2, in der aus Symmetriegründen nur der 
rechte untere Quadrant gezeichnet wurde. 


6. Ansatz zur numerischen Auflösung. Mittels der Quellringströmung geht 
die Integralgleichung (8) über in 


m ( OK ze 

Ing DEEISE: (ts) r (f) n — pl) —_t rat. 5.5 
n vn 

wobei das Integral jetzt nur noch über den Meridianschnitt zu erstrecken ist. Wir stellen 

noch einmal die Grenzbedingungen für p zusammen (siehe Abb. 1b). Es ist 


() r? 


ı) 7 d 7 
auf ABy—=-"", auf BC.’ = (,?) 
2 In Oz O2 =r 
er er 
aut CD _t—- I7— 0 i aut DEg=0. 


(nn (er 


Unbekannt ist g auf BC und CD, * auf AB und DE. Die Integrale über das Stück 


un 


d 
AE verschwinden sämtlich wegen r = 0; schließlich ist noch = Null auf AE bzw. ED, 
vun 


falls der Aufpunkt auf diesen Strecken liegt, da dann nach dem vorigen Abschnitt 
diese Geraden Stromlinien für die @uellringströmung sind. Schreiben wir also die 


Gl (14) für die verschiedenen Begrenzungsgeraden unseres Bereiches an, so erhalten wir 
mit © —|1 


a) Der Aufpunkt liegt zwischen A und B. Es verschwinden die Integrale 
B C 


D 

: OR [@) ( 
Iyr I TR [er E dt, fr I Kdt 
i x 


ın In On 
| l 
und wir erhalten 
B { 4 D 


r .. e ar 2 co : a 2 OK 5 r Ö 
— = r / K d yo ( ’) r K d ee J r d go Kr 7 d ur 
14 r ! 


: 02 2 1 , B Or . Oz 
A B D / 
b) Der Aufpunkt liegt zwischen B und C. Die rechte Seite von a) bleibt unver- 
ändert, das Potential ist aber jetzt unbekannt, so daß wir erhalten 
B ( f} D 
2 78 d Bi ® HK Rule 
no (s) - (r ?Kadr— () |rKar— (gr da2—| Kr Far. 
5 (2 I Z/r: ; " Ir ’ Oz 
A B D E 
c) Der Aufpunkt liegt zwischen C und D. Es verschwinden die Integrale 
# D 
» . } . OK 
Irk Fat, Ir, dt; 


p On R In 
Z / 
folrlich 
B C D 
1 » .„ÖK . OK » m) . OK » BR; 
nyp(s)=- Ir "dr sr dr—|rK "dr—|gr dz—[rK Far. 
2. O2 , Oz x 02 z Jr i 72 
A B A D E 
d) Der Aufpunkt liegt zwischen E und D. Es verschwinden dieselben Integrale 
wie im vorigen Fall, das Potential ist jetzt aber Null, folglich 
R + U 4 D 
ee u: ü OK er r OK a) 
0= |r -dr+|gr dr—|rK "ar- |yr az [rK5tar. 
2, 02 £ 02 j O2 d Ur ; Oz 
A RB 1 I E 
Diese Integralgleichungen haben wir nun nach den unbekannten Randwerten aufzulösen. 
Wir werden hierbei so vorgehen, daß wir die Integralgleichungen in eine Anzahl linearer 
Gleichungen zerlegen und diese dann nach den Unbekannten auflösen, so daß wir eine 
Reihe von Werten der gesuchten Funktionen erhalten. 
Bei dieser Auflösung in lineare Gleichungen tritt insofern noch eine Schwierigkeit 
auf, als der Integrand in allen Fällen an der Stelle des Aufpunktes unendlich wird. 
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Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, schreiben wir in den Fällen a), b), d) das be- 
treffende Integral wie folgt um: 


4 er 2 () () () ’ 
rK Id r— rK E um ( 4 | dr - ( r) rKär. 
} ()z i 02 Oz/s OzI:, 


Dann bleibt in dem ersten Integral der Integrand endlich, das zweite können wir ge- 


schlossen auswerten (siehe den folgenden Abschnitt). Aehnliches gilt von dem im Falle c) 
auftretenden Integral, das wir ebenso behandeln 


Irp©Xaı — [rc - 0) dt- fr Kat. 


On In ın 


. 
j 


’ 57 R R OR 
Hierbei ist bei dem zweiten Integral f 2 -dt= — dw zu beachten, daß es unter 
on 


Ausschluß des Punktes s zu berechnen ist. 


Integrieren wir entlang der Kontur bis zum Punkt s, so nähert sich « (ts) einem 
Grenzwert, den wir mit % (sı s) bezeichnen wollen. Gehen wir dann über s hinweg, so 
springt die Stromfunktion um den Betrag 7, hat also jetzt den Wert w (sı s) + 7. 


Für das Integral erhalten wir also 


h ——E h 


yo 


X > : » 

Ir dt= |day=- im} av+faw| 

IV On . e—>0\«s . 

a A dad sh £ 

’ — — v(sb)+YV (ss) +7 — v(ss)+w(sa) 
i OK , / \ . 
oder | r dti= vb) -wvksa)+nN.:. -. . 2.2. ..0615), 
/ on 


dA 


wobei wir die Werte der Stromfunktion an den Stellen a und 5b leicht numerisch be- 
stimmen können. Nach der Definition der Stromfunktion ist dabei, wenn wir als Inte- 
grationsweg eine Parallele zur r Achse wählen: 


a b 


"OK "OR 

ı (s Ada) = r d . W ($ b)=2n g dr R 
\ f 02 } (2 

0 () 


7. Auswertung einiger Integrale. Wir hatten im vorigen Abschnitt bereits 
darauf hingewiesen, daß das Integral 


/r K(ts)dt, 


erstreckt über eine Parallele zur r-Achse, sich geschlossen auswerten läßt, falls der Auf- 
punkt selbst auf dieser Strecke liegt. Wir wollen diese Rechnung jetzt durchführen. 
Wegen der Voraussetzung ist = 2%,, was für die allgemeinen Formeln des Abschn. 4 


wesentliche Vereinfachungen bringt Teilen wir den Integrationsweg in zwei Teile 
r,. <r. und rn >r,, so folgt: 


Tr rt 
a) nn <re Kenn, Rı=rn-+r:, Ost !ıs k—= —— = 
‘ Y's 
_ Ts Tı Ts 
b) Fr Ti IR, == 1 = fir Ita = 1, + T,. OD, = Tız k — _— 
& o*® ri 


Hiermit erhalten wir für das gesuchte Integral! 


‘  /;) 
'n N r/9 


| ([ [rm drıda (7; drıda 
"Ktsan—a\f | A E . 
/ !, Jr yı\2 4 J y, \2 
\ * / 9 
vo | 1 ( sin’ a u | 1 — ( sin“ « 
Ns} Nt 


Das erste Integral liefert durch Integration nach r., 
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17 
:s ia — C08 A 


0 sin® «a 
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Aus dem zweiten Integral folgt ebenfalls durch Integration nach r, 





Y, 2 
» 07 . r _ 
rıdr 2 2006 
> ( ünchei. )‚da= 2 | | Ir — r"sin?’a| da 
. . | r, 9 r,’ sin’ « . Jr, 
() Y Ü) 
’ 2 
Pe) wrB- u 
= 2m J I — | \ sin’ada—2n=2(nE | — 7). 
“ "0 ro u 
() 
Somit erhalten wir für =? n>r, 
P {r 
/ Nr: K (ts) d = 2 N" E ( . ° . . . . . (16). 
t ro 
Ü 


8. Numerische Auflösung der Integralgleichung. Um einen Ueberblick über 
die Abhängigkeit des Widerstandes von der Spaltbreite und dem Seitenverhältnis des 
Zylinders zu gewinnen, habe ich die Integralgleichung (14) in insgesamt sieben Fällen 
numerisch aufgelöst und zwar für die Seitenverhältnisse A/r, = 0,25 und Ah/ro = 0,15 für 
je drei Spaltbıeiten von 0.10 ro, 0,06 ro und 0,02 ro, sowie für ein Seiterverhältnis von 
zwei zu eins und einer Spaltbreite von 0,1 ro. Für die Rechnung wurden alle vorkommenden 
Größen auf den Zylinderradius als Einheit bezogen und damit dimensionslos gemacht. 
Für den Widerstand ergibt sich mit diesem Ansatz 


W = 4 ri Ad [0 70° ’ E; 


wobei { ein dimensionsloser Faktor ist, den ich für die obengenannten Fälle berechnet 
habe. Zuerst habe ich nach den Formeln (10) bis (12) das Potential der Quellringströmung 


— H(ts) au Klts) 
ZA oN 
(7 ur =() Ls*0 2+=0 75 
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Abb. 3. Abh. 4, 
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Abb. 5. Abh. 6. 


und seine Ableituugen nach den Koordinaten an den erforderlichen Punkten berechnet 
(siehe die Abb. 3 bis 8). Ich habe von vornherein mit einer solchen Stellenzahl gerechnet, 
daß die Koeffizienten der Unbekannten in den linearen Gleichungen höchstens in besonders 
ungünstigen Fällen um ein bis zwei Einheiten der (letzten) vierten Dezimalen falsch sein 
können. Um diese Genauigkeit zu erreichen, habe ich zur Bestimmung der vollständigen 
elliptischen Integrale auf eine Benutzung der Tafeln von Jahnke-Emde wegen ihrer 
schlechten Interpolationsmöglichkeit und geringen Stellenzahl verzichten müssen und mich 
der von Witt (Astronomische Nachrichten Bd. 165) gegebenen Tafeln bedient. Nach 
Witt ist @ =aarc sink — 7/3) 


ade 2 
F (sin 9) = sec < V secV-Db,, 


9 
2 


ö 
E (sin 9) — cos’ _ V sec 9: b; 


für logbı und log 5b, gibt Witt Tafeln an. Für 9 >n/3 werden die Formeln wesentlich 
komplizierter, sind aber trotzdem zu einer genauen und nicht zu umständlichen Berechnung 
OK 
In 
wurden dann für die Seitenverhältnisse 0,15 und 0,25 die Gleichungen (a) bis (d) des 
Abschn. 6 an insgesamt 24 bzw. 26 Stellen angeschrieben, nämlich auf den wagerechten 
Begrenzungsgeraden des Integrationsbereiches an den Punkten 0,1 bis 0,9 in Schritten 
von 0,1; ferner für 0,94 und 0,98, und zwar sowohl oben wie unten, endlich an der senk- 
rechten Begrenzung in Schritten von 0,05. Bei dem Zylinder mit dem Seitenverhältnis 
2:1, der technisch weniger Interesse bietet und nur gerechnet wurde, um die Abhängig- 
keit des Widerstandes vom Seitenverhältnis festzustellen, wurde von einer Unterteilung 


51” 


von F und E sehr gut zu gebrauchen. Mit den so bestimmten Werten von K und 
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\ 
\ 
7 
F 
do = : 
. - 


des Spaltes abgesehen und außerdem für die seitliche Begrenzung größere Intervalle 
gewählt. Die Auflösung des so entstehenden Gleichungssystemes, für die ich das etwas 
modifizierte Iterationsverfahren angewandt habe, will ich hier an dem Beispiel des Zylinders 
vom Seitenverhältnis 2:1 und der Spaltbreite 0,1 auseinandersetzen. In diesem Falle 
habe ich die Unterteilung so vorgenommen, daß auf den wagerechten Begrenzungen je 
neun und auf den senkrechten sieben Teilpunkte liegen. Wir erhalten somit ein System 
von 25 linearen Gleichungen, die sich aber infolge der Symmetrie ihrer Koeffizienten auf 
ein System von 12 und ein System von 13 Gleichungen reduzieren lassen. Spiegelt man 
nämlich ein a;,,. einmal an der einen Mittelsenkrechten der Koeffizientenmatrix und dann 
nochmals an der zweiten Mittelsenkrechten, so erhält man in der Matrix wieder denselben 
Koeiflzienten, oder mit anderen Worten: es ist &« = datı-untı-r, da in unserem Falle n 
eine ungerade Zahl ist. Addieren und subtrahieren wir also entsprechende Gleichungen 
und führen als neue Unbekannte die Summe und Differenzen der alten ein, so zerfällt 
das Gleichungssystem in zwei neue mit 12 bzw. 13 Unbekannten. In dem durch 


Addition entstehenden System (als »Summengleichungen« bezeichnet) haben wir als 
Unbekannte 


v vg 0g r : ‘ ( 
. % . : We = ‚ 
| — Is 7 J /20-is , = 0,1 I) 0,4, Vu ) u, _— Fs)1,0 ° 


Od 


Dabei bedeutet der Index 0, daß sich _” auf die obere wagerechte Begrenzung bezieht, 


ı? 


der Index « das Entsprechende für die untere und der Index s für die seitliche Begrenzung. 
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Aehnliches gilt für das durch Subtraktion entstehende System (als »Differenzengleichungen « 
bezeichnet), für das die Unbekannten die folgende Bedeutung haben 


N () 
D— (5°) ass (52) 2 ‚= 0,1, 0,2, .. 0,9 ; I = (9) (I)290-i; =0,l, 0,4, 0,7 j 
Die Unbekannte (9,)ı,o fällt jetzt vollständig heraus. — Betrachtet man das so entstehende 


Koeffizientenschema (s. die beiden folgenden Blätter), so zeigt sich folgendes: die Koef- 
fizienten der Unbekannten $S,; bzw. D; nehmen für beide Systeme, und zwar bei den 
Differenzengleichungen stärker als bei den Summengleichungen, rechts und links von der 
Hauptdiagonale ab; dieser Abfall ist wiederam nach links stärker als nach rechts. Daß 
die Koeffizienten von So,» und Du, aus diesem Gang scheinbar herausiallen, liegt an der 
größeren Intervallbreite an dieser Stelle. Betrachtet man also diese Unbekannten für sich 
allein, so liegt es nahe, dieses Teeilsystem durch Iteration zu lösen und zwar so, daß man 
in der neunten Gleichung alle Glieder bis auf das neunte streicht, dann So,» bzw Do, 
aus der rechten Seite bestimmt und in die achte einsetzt, hierauf in dieser alle Glieder 
bis auf das achte und neunte streicht und Sus bzw. Ds.s berechnet nnd so fort. Auch 
für das ganze System unter Einbeziehung der Unbekannten 2; und J; bleibt dieses Auf- 
lösungsverfahren prinzipiell bestehen, wie ein Blick auf das Koeffizientenschema lehrt. 
Immerhin ist die Abnahme der Koeffizienten nicht so bedeutend, daß sich eine Iteration 
lohnen würde, wenn man gar keine Anhaltspunkte iiber die Größenordnung der Un- 
bekannten hätte. Hat man aber schon eine einigermaßen gute Näherang zur Verfügung, 
so scheint mir auch in diesem Falle das Iterationsverfahren dem Gaußschen Algorithmus 
überlegen, einerseits wegen der Zeitersparnis, andererseits wegen der automatischen Kon- 
trolle der Richtigkeit der Rechnung, die beim Gaußschen Algorithmus nur mittels der — 
für die Reduktion an sich unnötigen und zeitraubenden — Summenproben möglich ist. Eine 
solche erste Näherung können wir uns in diesem Falle aber leicht durch eine ganze grobe 
Unterteilung der Berandung verschaffen. Zu diesem Zwecke habe ich jede Begrenzungs- 
gerade in je drei Teile zerlegt, so daß die Summengleichungen fünf und die Differenzen- 
gleichungen vier Unbekannte enthalten; diese Gleichungen und ihre Auflösungen habe 
ich auf den folgenden Seiten zusammengestellt. Diese Werte stellen nun für uns die 
gewünschte erste Näherung dar, mit der wir die Iteration beginnen können. 

Um die Konvergenz zu beschleunigen, habe ich nach dem in der Koeffizienten- 
matrix angedeuteten Schema immer drei bzw. vier Unbekannte auf einmal berechnet. Die 
eingerahmten Teilgleichungen wurden dazu für die rechten Seiten gleich eins aufgelöst, . 
so daß die resultierenden rechten Seiten des vollständigen Systems nur mit den sich so 
ergebenden »Belastungswerten« multipliziert zu werden brauchen, um die Näherungswerte 
der entsprechenden Unbekannten zu erhalten. Auch diese Hilfsgleichungen und ihre Auf- 
lösungen habe ich auf den folgenden Seiten zusammengestellt. Die Auflösungen der 
Summengleichungen verläuft demnach folgendermaßen: Die erste Näherung für So,ı bis 
So s wird in die vier letzten Gleichungen eingesetzt und auf ihnen auf die oben angegebene 
Weise die ersten Näherungen für 25,1 bis I, gewonnen. Mit den übrigen Gleichungen 
verfährt man genau so, indem man immer von unten nach oben fortschreitet. Um die dritte 
Dezimale zu sichern, habe ich die Iteration solange fortgesetzt, bis die vierten Dezimalen 
sich nur noch um ein bis zwei Einheiten änderten. Die so erhaltenen Näherungen sind 
auf denselben Blättern wie die Gleichungen zusammengestellt. Man sieht, daß ein Teil 
der Unbekannten »springt«, d. h. bei den aufeinanderfolgenden Näherungen um den wirk- 
licben Wert schwankt. In einem solchen Fall rechnet man zweckmäßig mit dem arith- 
metischen Mittel zweier aufeinanderfolgender Näherungen, was die Konvergenz wesentlich 
verbessert. 

Ebenso habe ich auch die Lösungen der Gleichungen in den anderen Fällen ge- 
wonnen. Die Ergebnisse dieser Rechnungen werde ich im folgenden Abschnitt näher 
besprechen. 


9. Resultate der Arbeit. Die nach dem im vorigen Abschnitt angegebenen 
I 


oz 


Verfahren berechneten Werte von sind in den Tabellen der folgenden Seite zusammen- 


cd) 


gestellt und, in den Abb. 9 und 10 aufgetragen. Da man zu - nach Belieben noch eine 
U2 


willkürliche Konstante hinzufügen kann, habe ich die sich aus der Auflösung ergebenden 


” O .. ” O ” ” ” .. * 
Werte für a sämtlich auf (> — (0 reduziert, um eine bessere Vergleichsmöglichkeit 
02 O0 2/0,1 
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Erste Näherung für h= 2,0. 
Summengleichungen. 
80,2 NY Sn. 2 03,2 Py 
8; 1,:469 1,9351 2,4434 2,8057 3,9482 — 0,2210 
h V,/888 2,4084 2,6262 3,0128 2.9876 — 0,7406 
8 0,5231 1,4173 1,2354 3.4586 - 2,1844 = — 1,7063 
0 0,8509 2.258 1.6212 6,6631 3,9346 — 1.4552 
0 0,2113 0,5198 0,9621 - 0,5810 2,9542 — — (),2164 
Diiferenzengleichungen. Auflösungen. 
D,:3 Do,5 Do-$ I or Summen Differenzen 
dg 1,4507 1,2121 1,1118 2.1081 = + 0,0210 8042 0,611 Dy2 = + 0,502 
ds, 0,4996 1.7008 1,3176 2.3906 0.5094 Sys = + 0,397 Do.s = + 0.281 
d 0,2459 0.7365 1,9664 2.9576 — 1,4937 8 — (0,687 Dos = 0,570 
09 0,1432 0,3954 0,9459 3,8619 0,4913 202 = + 0,073 JIo2 = + 0,038 
307 = + 0,051 
Hilfsgleichungen zur Iteration. 
50,1 5042 80,3 $| 83 83 8] 8, 83 
8] 0,6870 0,5863 0,589 + 1 0) 0 NIyE + 2,15049 1,31902 — 0,46246 
83 0,2931 | 0,8040 | 0,6498 = 0 +1 0 Sp.2 0,65929 + 2,46215 — 1,36394 
8 0,1963 0,4332 | 0,8851 = 0 1 | So — 0,15426 0,91253 + 1,90239 
Ss, N 80.5 N Ost 84 8 85 4 85 8 
84 0,9506 | 0.7543 | 0,7175 + 1 0 0 Sos4 + 2,08145 — 1,24872 — 0,47016 
85 0,6035 1,0167. 0,7982 = 0 + 1 0 8045 0,99941 + 2,58449 — 1,27474 
8, 0.4783 0.6652 1.0558 - () 0 + 1 So 0,31327 1,06265 1,96512 
87 1.0999 | 0,8739 | 1,2201 = | 0 0 So, + 2,05207 — 1,14749 — 0,59526 
8: 0,7647 1,1446 1,3261 0 + 1 0 048 - 1,04186 - 2,59636 - 1,31644 
$ 0,6377 0,8062 1,6498 = 0 0 + 1 | 80.0 0,28407 - 0,52521 + 1,47952 
For 204 So BJ 0,09 03 | 0, 03 03 0 
oo, 1+4.0760 —0 6755 —- 0,5504 —0,5160 = +1 0 0 O0 Las 0,26540 +0,06570 +0,06330 +0,06272 
03 0,5797 +3,8242%3 —0,7956 —0,7266 0O0+1 0 08 2 ..:1+0,05635 +0,29559 +0,08480 +0,08315 
03 0,4713 —0 7956 +3.6661 1.0752 = oO 0+1 OR >0,7 |+0,05422 +0,08478 +0.314*9 +0,10626 
0, 0,2207 —0,3633 — 0,5376 +4.0294 = 0.0 0 IE 2 1.0 1+ 0,02685 +0,04156 +0,05313 +0,27329 
Du I) D:ı 2 Do } d, dy ds | dı ds da 
d; 0,6372 0,4869, 0,440 + 1 0 0 | Do, 2,15909 — 1,29360 — 0,40547 
lg 0,2435 07050 0,5022 — 0 1 0 Do,2 — 0,64953 | + 2,48593 — 1.30325 
da 0,1469, 0,3348 | 0,7383 0 0 1 Do, — 0,13505 0,86592 + 2,02613 
Dos4 Do,s Do. d4 d di di ds d;; 
d; 0,7580: 0,5159 0.4347 - | 0 0 Dos4 + 2,1?2352 — 1,20759 | — 0,38219 
d 0,4127 | 0,7703 . 0,5178 ) + 1 0 Do, 0,96647 + 2,61935 | — 1,70269 
d 0,2897. 0,4316 0,7784 em 0 0 + 1 Do 0,25418 1,00292 | + 2,09379 
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Do.7 Dos3 Do.9 d- d. dyg d; d; di 
d 0,7839 | 0,5175 0,6087 = + 1 0 0 Do,7 + 2,11208 — 1,11420 | — 0,45795 
ds 0,4527 | 0,7924 0,7213 = 0 + 1 0 Do.s 1,00012 + 2,61989 — 1,21718 
da 0,3303 | 0,4588 1,0524 = 0 0 +1 Do.o 0,22688 — 0,79246 + 1.,62458 
Ipzı 10,4 Av Ö, 0; Ö- | Ö; Ö; Ö- 
Ö; +4,2513 —0,3997|—0,1702 + 1 0 0 lo.1 + 0,23750 + 0,02324 | + 0,01101 
Ö3 0,3443 +4,2165 — 0,2796 0 + 1 0 Ay + 0,02002 + 0,24013 | + 0,01609 
O3 0,1515 —0,2796 +4,3927 0 0 fg Jo.7 + 0,00947 + 0,01609 0.22905 
e— — — — — ) 
| | | 
| h | ı 0% 2 
j _ = 075 | | | 7 — :(25 | 
() / | | 04 i | | 
oOZ am | q | 
nl I wh=0 07 I nn» "002% | 
J ah: 006 /n | | H 9% - 006 /p | 
Nr / || I ö | 
HM nT=00n | I n-n=-00rn | 
| 














Abh. 9. Abb. 10. 


® 
zu geben. Man sieht, daß innerha!b der Fehlergrenzen die Werte von ni für die Seiten- 
O2 


verhältnisse 0,15.und 0,25 praktisch übereinstimmen bis etwa r= 0,5; erst von da ab 
macht sich ein Einfluß des Seitenverhältnisses bemerkbar. Der Zylinder vom Seiten- 
verhältnis 2:1 liefert von Anfang an kleinere Werte, wie es ja auch sein muß. Unter- 
sucht man bei gegebenem Seitenverhältnis die Abhängigkeit von der Spaltbreite näher, so 
zeigt sich fo'gendes (vergl. die Zahlentafel auf S. 475). 


. . Ig ’ 
Verkleinert man den Spalt, so nimmt h anfangs etwas langsamer zu wie vorher, 


Oz 
wächst dafür aber auf dem letzten Stück ganz außerordentlich stark. Verkleinert man 
” . oO ® 
die Spaltbreite unbegrenzt, so nimmt 7 am Rande der Scheibe unbegrenzt zu, der 
UZ 


Widerstand muß also unendlich werden, was wir ja schon im AÄbschn. 2 bei der Be- 
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Ig x 
Werte von auf der Scheibe. 


2 

















Spaltbreite 0,1 Spaltbreite 0,06 Spaltbreite 0,02 
r h'rn r h’ro 

0.15 0,25 2,00 0,15 0,25 0,15 0,25 

0,1 0,000 0,000 0,000 0,1 0,000 0,000 0,000 0,: 
0,2 0,035 0,035 0,032 0,2 0.084 0,035 0,034 0,6. 4 
0,3 0,089 0,092 0,081 0,5 0.0*8 0,090 0.087 0,087 
0,4 0,176 0,179 0,156 0,4 0,174 0,176 0,171 0,172 
0.5 0.299 0,305 0,264 0,5 0,296 0,297 0,290 0,290 
0,6 0.478 0,477 0.415 0,6 0,469 0,466 0,460 0,452 
0,7 0,746 0,726 0,634 0,7 0,726 0,704 0.709 0,680 
0.8 1,193 1.125 1.006 0,8 1,138 1,062 1,091 1,004 
0,9 2,326 2,198 2,083 0,9 1,695 1,551 1,587 1,414 
0,94 8.398 3,101 2.111 1.774 
0,98 5,927 5,309 


'@) 
sprechung der Hortschen Arbeit sahen. Aus den Werten von habe ich mittels nume- 
or. 


rischer Integration nach der Formel (9a) den Widerstand der Scheibe in den einzelnen 


"ällen bestimmt. Setzen wir, wie im vorigen Abschnitt 
r 
W=4nuore" 6, 


so erhalten wir die folgenden Zahlen für den Faktor {: 


Seitenverhältnis 0,15, Spaltbreite 0,10 — 1.30 

» 0,06 = 2,30 

0,02 = 4,78 

0,25, > 0,10 — 1,22 

| ie » 0,06 — 2,08 
5 / 08 > 0,02 = 4,27 
i » 2,0, » 0,10 — 1,18. 


Die sich so ergebenden Kurven für den 
Beiwert [ sind für die Seitenverhältnisse 
0,15 und 0,25 in Abb. 11 aufgetragen. 
\ Die Abhängigkeit von der Spaltbreite ist 
daraus hinreichend ersichtlich. Es bleibt 
noch übrig, einige Worte über die 
\ Abhängigkeit vom Seitenverhältnis zu 
a sagen. 
u‘ Für das Seitenverhältnis Null, also 
\\y für einen unendlich kleinen Abstand 
zwischen der Scheibe und dem Gefäß- 
EN boden, muß natürlich der Widerstand 
k unendlich werden. Er fällt aber mit 
| er wachsendem Seitenverhältnis sehr rasch 
a % ab und ist für A: ”o = 0,25 schon nahe- 
Mn zu konstant geworden; bis A:ro = 2,0 
u ändert sich der Widerstand nur noch 
en um 4 vH. Der Zylinder mit dem Seiten- 
verhältnis 2:1 ist aber praktisch gleich- 
bedeutend mit dem unendlich hohen 
Zylinder. Denken wir uns nämlich den 
Gefäßboden frei um die 2-Achse dreh- 
bar, so müssen wir auf diese Wand ein 
| en äußeres Moment wirken lassen, um zu 
RE: ENFOFEIE ‚ verhindern, daß der Boden von der 
Flüssigkeit mitgenommen wird. Dieses 
Moment muß also dem Moment der Rei- 
Abb. 11. bungskräfte, die zwischen Wand und 





7 2» +7) 7, 
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Flüssigkeit auftreten, das Gleichgewicht halten. Letzteres Moment können wir, genau 
oO 

wie es oben geschah, aus den Werten von * auf der unteren Begrenzung berechnen. 
sr 

Dabei zeigt sich, daß für A: ro = 0,25 der Beiwert dieses Moments noch rund 0,40, im 

Falle A:ro = 2,0 dagegen nur noch 0,04 beträgt. Das heißt aber, daß die Flüssigkeit 

in der Nähe des Bodens sich praktisch nicht mehr bewegt, wir also diese Scheidewand 

fortlassen können, ohne die Bewegung wesentlich zu stören. Damit kommen wir aber 

auf den Grenzfall des Zylinders mit dem Seitenverhältnis #:1, womit auch die Ab- 

hängigkeit des Widerstandes vom Seitenverhältnis geklärt ist. 921 


Über die Berechnung des Temperaturverlaufes 
in einem Rechtkant beim Abkühlen und Erwärmen. 
Von FRANZ BERGER in Wien. 


n einer Untersuchung über die bleibenden Formänderungen wiederholt erwärmter und 
abgekühlter Körper, üher die von dem Verfasser in der Zeitschrift des V.D. I. berichtet 
wurde !), ist das Ergebnis der Berechnung der Temperaturverteilung in einem Rechtkant, 

sowie der Temperaturänderung bestimmter Punkte desselben in Abhängigkeit von der Zeit 
bei der Abkühlurg mitenthalten. Bezüglich der Art dieser Berechnung wurde auf eine 
spätere Veröffentlichung verwiesen. Im Nachfolgenden soll diese Berechnung, die für die 
Untersuchung des Härtungsvorganges wertvoll sein kann, so ausführlich wiedergegeben 


werden, daß der Leser im Stande ist, derartige Untersuchungen mit geringem Aufwand 
an Zeit und Mühe selbst durchzuführen. 


1, Ansatz. Die Berechnung des Temperaturverlaufes besteht aus zwei vonein- 
ander wesentlich verschiedenen Aufgaben: 


1. Es ist die Temperatur des Rechtkants, d. h. aller beliebig ausgewählten Punkte 
desselben, zu einer bestimmten Zeit nach Beginn der Abkühlung oder Erwärmung anzu- 
geben Da mit der Anlegung einer Zahlentafel der berechneten Temperaturen kein dentlicher 
Ueberblick über die Temperaturverteilung gewonnen wird, empfiehlt es sich, die Flächen 
gleicher Temperaturen (die Isothermenflächen) zu berechnen und aufznzeichnen. - Aus 
naheliegenden Gründen wird man diese Isothermenflächen für gleiche Temperaturunter- 
schiede (z. B. von 10° zu 10° oder 50° zu 50° usw.) aufzeichnen. Wir haben also die 
Temperatur zu einer gegebenen Zeit in Abhängigkeit von den Koordinaten zu bestimmen. 

2. Es ist die Temperatur bestimmter ausgewählter Punkte des Rechtkants in Ab- 
hängigkeit von der Zeit zu berechnen. Man wird hierzu wichtige Punkte auswählen, 
z. B Eckpunkte, Punkte an den Kanten, bestimmte Punkte im Innern usw. Zeichnet 
man das Ergebnis in Kurvenform auf (Zeit als Abszissen, Temperatur als Ordinaten), so 
erhält man ein anschanuliches Bild des Tempe- 
raturverlaufes dieser Punkte in Abhängigkeit 
von der Zeit. 


Es sei schon jetzt bemerkt, daß zwischen 
der Berechnung des Temperaturverlaufes beim 
Abkühlen und beim Erwärmen nur der Unter- 
schied besteht, daß das 'T’emperaturgefälle der 
entgegengesetzten Wärmeströmung entsprechend 
mit dem richtigen Vorzeichen einzusetzen ist. 
Es ist üblich, das Temperaturgefälle in der 
Richtung der zunehmenden Temperatur positiv 
zu bezeichnen. Sinngemäß ist es in der Rich- 
tung der abnehmenden Temperatur (beim Ab- 
kühlen also nach außen) negativ zu setzen. 

Im nachfolgenden soll ein Abkühlungs- 
vorgang (wie er z. B. beim Härten eines Stahl- 














va 





da 
stückes durch Abkühlen in einer Flüssigkeit 
vorliegt) der Rechnung unterzogen werden. Abb. 1. Rechtkant mit Achsenkreuz. 
) F. Berger, Ueber die bleibenden Formiänderunzen wiederholt erwärmter und abgeklihlter 


Körper. VDI-Zeitschr. 72 (1928), S. 921. 
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Wir legen durch das Rechtkant ein Achsenkreuz (Abb. 1), dessen Ursprung im 
Schwerpunkt des Rechtkants liegt. Die Rechnung wird dadurch wesentlich einfacher, als 
wenn man den Ursprung etwa in einen Eckpunkt verlegen würde. Wir legen ferner 
folgende Bezeichnungen fest: 


0 — Temperatur in °C, 

0, = Temperatur des Körpers zur Zeit ?=0. Wir setzen sie =1. Alle beim 
Abkühlungsvorgang errechneten Temperaturen ergeben sich dann als Bruch- 
teile von I. Dies hat den Vorteil, daß man eine für einen bestimmten Zeit- 
punkt errechnete Temperatur (in Bruchteilen von 1) nur mit der wirklichen 
Anfangstemperatur des Körpers (z. B. 600°C) zu multiplizieren braucht, um 
die wirkliche Temperatur des betreffenden Punktes in °Ü zu erhalten. Wählt 
man eine andere Anfangstemperatur, dann ist eben mit dieser zu multiplizieren. 

V,= Temperatur der Umgebung oder Außentemperatur. Wir nehmen sie dauernd 
—=(0 an. Beim Härten wäre dies die Temperatur des Kühlmittels. Ist diese 
Temperatur größer als 0 (z. B. 15°C), dann sind die errechneten Temperaturen 
als Uebertemperaturen über diese Außentemperatur anzusehen. Die wirkliche 
Temperatur ist gleich der Summe der Außentemperatur und der errechneten 
Temperatur (beide in °C). 

t — Zeit in st, 

, — Wärmeleitfähigkeit in kcal/m. st. Grad, 

c = spezifische Wärme der Gewichtseinheit in kcal/kg, 

- spezifisches Gewicht in kg/m’, 


m. 


Pi 


= Temperaturleitfähigkeit in m’/st, 
cy 
2a4,= Länge des Rechtkants in der X-Richtung, 
2b,= Breite >» » » >». Y- > 
2 Co: Dicke » > > Z- 


Wird ein warmer Körper in eine kalte Flüssigkeit gebracht oder ein kalter Körper 
in ein heißes Gas, so wird, wenn die Temperatur der Umgebung des Körpers gleich 
bleibt, ein Temperaturausgleich zwischen Körper und Umgebung eintreten. Wir haben 
es dann innerhalb des Körpers mit einem zeitlich veränderlichen Temperaturfeld zu tun, 
das einem bestimmten Endzustand zustrebt. Für den Temperaturverlauf gilt dann die 


partielle Differentialgleichung: 
ar! 0249 02 I eL + 
ap -a( + ) 


cd x? cd y' ra) 2. 


(1). 


Die Ableitung dieser Gleichung ist in mehreren Werken') zu finden und kann daher 
hier wegbleiben. Jede Lösung der Gl. (1) hat außerdem die Oberflächenbedingungen zu 


erfüllen, und zwar: 
I. Die zeitliche Grenzbedingung. Die Oberflächentemperatur des Körpers zur Zeit 


! = 0 sel Y,— = G 2 l . . 5 . . . . . . . . (2). 


2, Die räumlichen Grenzbedingungen: 
Für die Begrenzungsebene = + a gilt: 


av; ‚ \ 
| — —hdb.-1,.=-hV . . .K(3a). 
O2 /z=-+tu, 
Für die Begrenzunrgsebene x — — gilt: 
@) > fi s 
( nee, A 
- v8 Ü dt 


0 


Sinngemäß gelten für die übrigen 4 Begrenzungsebenen des Rechtkants: 


Od I . ( I 

( ) =——-hV . . . (de) (>-) =+hV .. . (8d) 
Oy/y IH b, Oy/y — bı 

0 I () I 

( u -, ee (2 ) 0, ..°,' (8 
)x 2 t- On O2 /z (Co 


I) Es seien nur genannt: M. Fourier, Anal. Theorie d. Wärme, Berlin, 1884, S. 75. H. Gröber, 
Die Grundges. d. Wärmeleitg. u. d. Wärmeüberg , Berlin 192!, 8. 9. M.ten Boseh, Die Wärmeüpber- 
tragung, Berlin 1927, S. 35. W.,Hort, Die Diff.-Gl. d. Ingenieurs, 1. Aufl.. Berlin 1914, S. 316. 
F, Auerbach, Die Methoden d. theor. Physik, Leipzig 1925, S. 185 u. a. m. 
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2. Integration. Gesucht wird die Gleichung, die 9 in Abhängigkeit von der 
Zeit £ und den Koordinaten &, y und x darstellt. Eine partikuläre Lösung der Gl. (1) 
ist bereits bekannt und lautet): 
9 =DerTrTNtcosnd co8spy 0848 - » .» .» : 6%). 
D, n, p und g sind dabei Festwerte, die aus den Öberflächenbedingungen zu bestimmen 
sind. Daß (4) eine Lösung von (1) ist, ergibt sich leicht durch Bildung der Differential- 
quotienten nach der Zeit und den Koordinaten und Einsetzung der erhaltenen Werte 
in (1). Die G]. (1) wird durch sie identisch erfüllt. 
Die allgemeine Lösung von (1) ergibt sich aus (4) zu 
I—= (Art eosmct+ het cosmic-t..): 
(Bie= «tt cos pıy + Be "P’tcosp y-+...)- 
(C, e- 091°! c08 Qı 2 4 (U, € age’t Cog Qg2-+. a (5) 
oder in abgekürzter Schreibweise, wobei der Zusammenhang mit (4) sofort zu ersehen ist 
’ 
N I an 
9=:AhertntcunaZBe-Pitcospy-ZGe-etitcosgqz . . (6). 
l 1 1 
Wir bestimmen zuerst die Festwerte n,, p: und g;, die sich aus der Erfüllung der 
räumlichen Grenzbedingungen ergeben. Da das Verfahren für alle drei Koordinaten 
gleich isıi, soll es nur für eine Koordinate ausführlich wiedergegeben werden. Wir wollen 
die erste Grenzbedingung, d. i. die Gl. (3a) erfüllen. Zu diesem Zwecke bilden wir 
aus (4): 0$ 
ö=).-- 


)r 


= — Dne-"bWtrtr)tsinnao COS Py COS q2 
und setzen diesen Wert sowie (4) selbst in (3a) ein. Wir erhalten, wenn wir die sich 
ergebenden Kürzungen durchführen, 

nsin na, =AhCcos na. 
Wir multiplizieren beiderseits mit © und betrachten na, als neue Unbekannte, wobei wir 
zur Vereinfachung der Schreibweise 
Na — Ö 


setzen. Die obige Gleichung lautet dann: 

BEE . a 5 een ee ae HE 
Diese Gleichung hat unendlich viele Lösungen für d. Hat man ein bestimmtes d, ge- 
funden, so ergibt sich aus Obigem der von uns gesuchte Wert n; 

un = ei rn et Er eye (8). 
ao 
Die Auflösung der Gl. (7) nach Ö kann auf zwei Arten erfolgen: 
a) Zeichnerisch?). Wir schreiben (7) in der Form: 

Ö 
hao 
und zeichnen mit Ö als Abszissen die bekannte vielästige Funktion 


cotgd — 


u — cotg Ö 
auf. Mit denselben Abszissen zeichnen wir dann auch die Gerade 
hi} 
BET han’ 


die jeden Ast von u, in einem Punkte schneidet. Die Schnittpunkte projiziert man auf 
die Abszissenachse und liest auf dieser die Abszissen d;, ab. Man muß so viele Aeste 
von cotgö zeichnen, als man Werte von Ö; wünscht oder braucht. Das Verfahren ist 
mühsam und von beschränkter Genauigkeit, die allerdings für manche praktische Zwecke 
genügt. Für die ersten fünf Werte von 6; ist übrigens diese Arbeit von H. Gröber 
bereits geleistet worden’). Aus der in dem bereits angeführten Werk von H. Gröber 
enthaltenen Zahlentafel Nr. 2 sind durch Interpolation für beliebig gegebene Werte von 
ha, (dort mit Ax bezeichnet) die Werte von 6, bis 6; leicht zu entnehmen. 


) Siehe z.B. Cl. Schaefer, Einführung in die theor. Physik, Berlin 1921, 2. Bd. S. 38, oder 
F, Auerbach a.a.0. 
*, Siehe H. Gröber a.a ©. 8. 19. 
‚ Siehe H. Gröber a. a.0.,S. 21. 
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b) Rechnerisch. Bequemer als durch Zeichnung und von beliebig großer Ge- 
nauigkeit ist die rechnerische Auflösung der Gl. (7). Die GI. (7a) ist in dieser Schreib- 
weise hierfür ungeeignet. Um das Verfahren für die praktische Verwendung zu erläutern, 
sei ein Zahlenbeispiel durchgerechnet. 

3. Zahlenbeispiel. Gegeben sei ein Rechtkant aus Stahl mit den Abmessungen: 

ao = 0,0825 m, bo = 0,05 m, co = 0,0125 m. 


Von den übrigen Festwerten sei: 


«@ = 2000 kcal/m’st. Grad, ), — 47,16 keal/mst. Grad, h = 42,411/m, 

ce —= 0,12 kcal/kg, = 7860 kg/m’, a —= 0,05 m’/st. 
Dann ist: hau = 3,5 
und die Gl. (7) lautet: 

a ITENT 7% er (7b). 
Diese Gleichung löst man nach dem Newtonschen Näherungsverfahren auf. Wir 
schreiben (7b) in der Form 
y= 3,5 cos0d — Ösin®, 


bilden davon den Differentialdjuotienten 


y—-—45sind—dcosd; dannisse A= — yy 

ein Verbesserungswert für den ersten gewählten Näherungswert von 6. Haben wir aus 
der Gröberschen Zahlentafel als ersten Näherungswert für ö den Wert d,’—= 1,2 (durch 
Schätzung) entnommen, so finden wir als ersten Verbesserungswert Jı = + 0,03236. Ein 


besserer Wert als Ö,' ist also 6)’ + Jı = 1,23236 — d,". Wir wiederholen die Rechnung, 
indem wir Ö, für Ö,' einsetzen und erbalten ein J/y = + 0,00027. Eine nochmalige An- 
wendung des Verfahrens liefert 6,” = 1,232272 statt 1,2. Wir begnügen uns mit diesem 
Wert und finden aus (S) 
d,' 2 m 
N; — 14.93663 . ; . : ; ; . (84). 
In der gleichen Weise bestimmen wir jetzt ns, %23,..., indem wir als ersten Näherungs- 


wert immer den durch Interpolation aus der Gröberschen Zahlentafel bestimmten Wert 
für ö, wählen. 
Wir hätten nunmehr zur zweiten Grenzbedingung (3b) überzugehen und die Werte 
0) I 


von n; für 2 = — a zu bestimmen. Wir bilden wieder aus (4) und setzen darin 
y 
— ao. Dann erhalten wir durch Einsetzen in (3b) 
n sin (— na,) = h cos (— na) oder n sinnao =h cos na». 
Das ist aber dieselbe Gleichung, die oben zur Gl (7) geführt hat. Wir sehen also, daß 
wir für die Bestimmung von n; sowohl für 2=-+@ als auch für = — © nur eine 
Bestimmungsgleichung zu lösen brauchen. Diese Vereinfachung verdanken wir der 


symmetrischen Lage des Koordinatenmittelpunktes. 
Das Gleiche gilt sinngemäß für die Bestimmung der Festwerte p; und qg. Wir 
bilden die Differentialguotienten von ® nach y und z und setzen sie in die Gl. (3c) und (3e) 
ein. Für die Bestimmung von p; erhalten wir 
psinpbo = h cos pbo. 
Setzen wir 
Pb = E, 
so haben wir die Gleichung 
esine = hbo 608 E 
nach € aufzulösen. Nach Einsetzung der oben angegebenen Zahlenwerte wird 
esine = 2,12- cose 
&i 


und pi = ‚ ; ' : 1 . j i i (9). 


d 


Für die Bestimmung von g; wird in gleicher Weise, wenn wir qun ={ setzen 


u. 9 N 
u sın a = U,00 x COS - 


ii 


und = GE u u TE 10). 


( 
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Wie weit man in der Wahl des i gehen muß, läßt sich im Vorhinein schwer feststellen, 
auch hängt dies von dem Zweck der Untersuchung ab. Bei der Durchrechnung des hier 
gegebenen Zahlenbeispiels hat es sich als notwendig und hinreichend ergeben, n, bis nr, 
p: bis ps und q; bis zu berechnen. Wir haben eigentlich Fouriersche Reihen zu 
summieren und müssen die Zahl der zu summierenden Glieder so wählen, daß die Summe 
der vernachlässigten Glieder für unseren Untersuchungszweck nicht mehr in Betracht 
kommt. Die in der angegebenen Weise berechneten Werte von n,, p: und g; sind aus 
der folgenden Zahlentafel zu entnehmen. 











N ni Pi gi 
1 14,93663 21,8873 53,56544 
2 46,98246 73,3182 264,06568 
3 81,95015 131,8862 509,30104 
4 118,40991 192,82352 758,45072 
5 155,54712 254,62826 1008,66395 
6 193,02197 316,82068 _ 
7 230,68401 _ — 


Wir bestimmen nunmehr die Festwerte A,, B, und C; durch Erfüllung der zeitlichen 
Grenzbedingung. Nach Gl. (2) ist zur Zeit {= 0 (zu Beginn der Abkühlung) die Tempe- 
ratur Öua — 1. Nach Einsetzung dieser Werte in @I. (5) schreibt sich diese: 


1—= (Aı cos nr ® + A c08mC-—+.. 2 
(Bı cos pıy+ Ba cos mp y+.:.)') : » 2 2... (11) 
(C1 cos ı 2 + cos p2 —+...) \ 


Da ein Produkt aus 3 Faktoren nur 1 sein kann, wenn jeder Faktor für sich gleich 1 ist 
(da ja keiner der Faktoren größer als 1 sein kann), so haben wir 


1 = AıcsnıC + Acc MC +... 2» 2 2 2... (12a) 
1 = Bı co8 p y—+ Ba cospy-+..:.: » :» : »..... (12b) 
l= (G 8 + G Cm #.:: : : 2 2... (iR). 


Um nun z.B. A, zu bestimmen, multiplizieren wir (12a) mit cos nr und erhalten 
cos n,X = Aı cos’ nı@ + As CE N CC MIC... 


Integrieren wir diese Gleichung von — a, bis + a, (den Grenzen des Rechtskants in der 


X-Richtung), so fallen alle Glieder mit Produkten von cos ungleicher Winkel weg und 
es bleibt 


U a 


T 40 tra 
/ co8 nı ztdAX — A, / cos? n, 2dx; 
= de (tg 
daraus folgt 
+ A, 
/ cos nı X dr 
A, = —® Dr ‚ (13 
i + ao (13). 
Jeos? n’,xdx 
ee Ay, 


Wegen 


u 


sinnz a 
feos ntdxt — - und [eos’nade = 


1 ( sin 2nz 
va 
n 2 In 
wird schließlich 
2 sin nı ao 


Aı = re er. a 28: 1 


nıao + sin nı ao COSn, ao 


Da für die Bestimmung von A;, As... das gleiche Verfahren anzuwenden ist, können wir 
allgemein setzen: 


A mo a 


niag + Sin niao COS niay 


Für die Werte 5, und (; gilt sinngemäß das Gleiche, so daß wir sofort schreiben können: 


2 sin pib j 2 si er 
D, == una m (1 5); GC and an \16). 


pibo + sin prbo cos pitu giCo + sin gi Co €08 gi Co 


————_ sis 


er u rd 
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Durch Einsetzen der oben angegebenen Zahlenwerte in die Gleichungen (14) bis (16 
ergeben sich für den gerechneten Sonderfall nachstehende Werte: 








N A; B, G; 

1 1,22041 1,18271 1,.07369 
2 0,30647 0,24428 0,09171 
R 0,12825 0,08891 0,02573 
) 0,06688 0,01361 0,01170 
f) 0,04021 0.02548 0 0066? 
N 0.027000 0.01229 

7 V.O1S83 





Wir sind damit im Besitz aller Festwerte, welche in der Gl]. (7) vorkommen und können 
damit die Temperatur Ö irgend eines Punktes des Rechtkants zu irgend einer Zeit / 
berechnen. Wir beschränken uns auf die Lösung der beiden wichtigsten Aufgaben, 
nämlich 'Temperaturverteilung in dem Rechtkant zu einer bestimmten Zeit nach Beginn 
der Abkühlung und Temperaturverlauf bestimmter ausgewählter Punkte des Rechtkants 
in Abhängigkeit von der Zeit. 


4. Temperaiurverteilung zu einer bestimmten Zeit nach Beginn der 
Abkühlung. Wir erhalten ein anschauliches Bild der Temperaturverteilung, wenn wir 
die Flächen gleicher Temperatur für den gewählten Zeitpunkt ermitteln. Dies geschieht 
in der Weise, daß man die Linien gleicher 'Temperatur für möglichst viele Schnittebenen 
des Recktkants berechnet. Durch Zusammenstellung der Schnittflächen mit den einge- 
zeichneten Isothermen erhalten wir das gewünschte Bild. 

Um die Aufgabe festzulegen, nehmen wir an, wir hätten ein Stahlstück von den 
oben angegebenen Abmessungen (ao, bo, Co) auf 600° erwärmt und tauchten es hierauf in 
Wasser von 0°. Es ist die Temperaturverteilung 9 sek nach dem Eintauchen anzugeben. 

Wir begnügen uns mit der Berechnung der Temperaturverteilang in den Ebenen 
z= 0), y=0, 2x0 und z= 0,06. Die Rechnung führt man der erforderlichen Ueber- 
sicht wegen und zur Ersparnis wiederholter Berechnung derselben Werte in Tabellenform 
aus, indem man in einer senkrechten Reihe links die Werte von ; (1, 2,..) aufträgt 
und in einer wagrechten Reihe die wichtigsten, wiederholt vorkommenden Werte z.B. 
für {= 0,0025 st (9 sek): 


5 





N D) 

, an .“t — (MN f 
- s 2 

N an e Ai: s 





| V,O278S8 0,972498 1.186851 





Je eine gleiche Zablentafel ist für die zusammengehörigen Werte von p, B;, g: und (C, 
anzulegen. Zur Erleichterung der Zahlenrechnungen benützt man vorteilhaft außer dem 
schon wiederholt genannten Buch von H. Gröber, das viele nützliche Zahlentafeln enthält, 
noch die 5 stelligen Tafeln von K. Hayashi'), die unter anderem die Funktionen e”’ 
enthalten. Auch die Verwendung einer Rechenmaschine ist zu empfehlen. 


Berechnung der Temperaturverteilung in der Ebene 2 =. 


Wir führen diese in der Weise durch, daß wir darch die Schnittfläche der Ebene 
z—0 mit dem Rechtkant Gerade legen, die zu den Koordinatenachsen parallel laufen. 
Dann bestimmen wir die einzelnen Temperaturen nach Gl. (5) für bestimmte ausgewählte 
Punkte dieser Geraden. Wir wählen als erste Gerade die X-Achse selbst. Für sie ist 
y=0(0 und z2=0. Die Gleichung ändert sich dann in 
I — (A, ee” to ME + Aerantcosmıt-t.. 5] 
(Breit BerPitı,.,.): BET (17). 
(( era? / + 03 po 13° / nl Re .) 
) K. Hayashi. Ö5-stellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie der Funktionen e' 
und -”” mit den natürlichen Zahlen als Argument. Leipzig, 1921. Ver. wiss. Verleger. 
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Wir wählen für & die Werte 0 (Schwerpunkt des Rechtkants und Koordinatenmittelpunkt), 
0 01, 0,02, 0.04, 0,06, 0,07, 0,08 und 0 0825 (Durchstoßpunkt der X Achse) und stellen 
hierfür dıe Werte x, cos, 2 und A,er“"?tcosn;,x tabellarisch zusammen, da wır diese 
Werte wiederholt brauchen werden. Am einfachsten ist die Bestimmung der Temperatur 
des Schwerpunktes selbst, für den @=0, y=0 und z=0 ist, so daß die G), (5) in 
abgekürzter Schreibweise lautet: 


an je 0) je.) 
0 = I Aerumft. 3 Berepft. 23 Gereart . . . . . . (18). 
1 1 1 


Dann legen wir Gerade parallel zur X Achse in den (willkürlich gewählten) Abständen 
y= 001, 0,02, 0,03, 0,04, 0,045 und 0,05. Letztere Gerade bildet die Begrenzung der 
Schnittfläche. Es empfiehlt sich, die Temperaturen an den Rändern der Schnittflächen 
in näher beisammenliegenden Punkten zu bestimmen, weil von vornherein zu erwarten 
ist, daß dort die Isothermen die stärksten Krümmungen aufweisen werden und daher eine 
dichtere Verteilung bereehneter Punkte zur Verfügung stehen soll. 














Selbstverständlich kann ıy 
die ren auch jr er 2er 2826 2825 282.2 2721 217 195 u 
ühren, daß man zuerst die Tem- a > | Du: | ; 

j r 24 2 
peraturen in der Y-Achse be- we 7 2 ME... % 2774 
rechnet und parallel zu dieser EB e. 3752 I 337 I? ZOG) 237; 
Gerade in den oben angegebe- | | | | | | 
nen Entfernungen (X Werte) legt, u m h. \ Wr Ir 2 . 
in denen man die Temperaturen | = | " | | 2056 
berechnet. | ) | Ä 
i 443,7 45 Yu3,h 442,8 4270 3887 

Das Ergebnis der Rech- ? > F—t— en 278,5 
nung ist ein dichtes Netz von t | | | | 
Temperaturangaben, wie ‚dies u. ne Zn A „up un 2873 
Abb. 2 für ?/« der Schnittfläche ' | | | 
darstellt. Auf den übrigen Teilen 4488 WET WuB6 448.0 4320 3933 303 


der Schnittfläche sind die Tem- 
peraturen genau symmetrisch 
verteilt. Wir könnten bereits Abb. 2. Temperaturverteilung in der Ebene z 0 nach 9 sek. 
die Temperaturen in jeder Ge- 
raden in einer Kurve auftragen und bekämen einen gewissen Ueberblick über die Tem- 
peraturverteilung. 

Einen besseren Ueberblick erhalten wir jedoch durch Ermittlung der Isothermen 
für bestimmte Temperaturen. Wir wollen diese für Abstufungen von 25° berechnen. Da 
z für alle Punkte der Schnittfläche null ist, liegt also die Aufgabe vor, für eine bestimmte 


gewählte Temperatur # (z. B. 400° oder 8 —0.6) die Werte der Koordinaten & und y zu 
bestimmen. Wir Könnten z. B. © = 0,06 wählen, dieses in die (Gleichung 


| 








an an an 
9— EAerandtooonn- ZBerapkt.cospıy- Een . . . (19) 
1 1 l 
einseizen und daraus % (die einzige Y 272,1 2727 
verbleibende Unbekannte) berech- ! ° .. 
nen. Die Gl. (19) ist aber alge- 
braisch nicht nach y auflösbar. Wir ER TEREIERENERERTN PREERER DO VE CERN 


müssen sie daher zeichnerisch auf- 
lösen. Dies geschieht in folgender 






























Weise, wobei wir uns auf ein Bei- rs Ei a 
spiel beschränken: : 
l n i 427% 

Wir wählen die Gerade ü ? #27 
x = 0,06 aus, in welcher die aus | 
Abb. 2 ersichtlichen Temperaturen GE #73 
gegeben sind. Wir tragen die Tem- m 
peraturen in Kurvenform auf, z.B. ER 432} 0, #32 x 
von der Y-Achse aus nach rechts | Passszy i 0  Tgoazs 
(Abb. 3). Um nun die Lage des Leif 
Punktes zu finden, der der Tem- Abb. 3. Zeichnerische Ermittlung der Lage bestimmter 
peratur von 400° entspricht, trägt Temperaturen auf der Geraden x 0,6 z 0. 
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man im Temperaturmaßstab die Länge, die 400° entspricht, in der X-Richtung auf und 
projiziert den Endpunkt in der Y-Richtung nach aufwärts. Der Schnittpunkt mit der 
Temperaturkurve gibt die Lage des gesuchten Punktes für die Gerade x — 0,06. Hat 
man eine bestimmte Temperaturabstufung angenommen, in der man die Isothermen auf- 
zuzeichnen wünscht, so verfäbrt man mit den übrigen Temperaturwerten in der gleichen 
Weise. Das Verfahren ist auf alle Geraden anzuwenden, in denen man die Temperatur- 
stufen angegeben wünscht. In dem vorgeführten Beispiel sind die Isothermen für Ab- 
stufungen von je 25° ermittelt und gezeichnet worden. Abb. 4 zeigt die Temperatur 

















y 
| » 200° 
ZT 223’ 
N 
EEE, 250° 
I a 
400° 27 
- 300° 
x yuug 8 e; 
' 
[RAas3 74] Y 
Abb. 4. Temperaturverteilung in der Ebene z O0 nach 9 sek. 
verteilung in der Ebene :—=0 9sek nach Beginn der Abkühlung. Bemerkenswert ist 


an dieser Temperaturverteilung, daß die Oberflächen, die alle der gleichen Einwirkung 
des Kalten Wassers ausgesetzt sind, durchaus nicht eine einheitliche Temperatur auf- 
weisen, daß vielmehr Unterschiede von über 100° auftreten, wie die Temperaturen der 
Kekpunkte der Sebnittfläche und der Durchstoßpunkte der X- und Y-Achse zeigen 
(177,5° bis 282,7). 

Es ist noch interessant, den größten auftretenden Temperaturunterschied in dem- 
selben Körper festzustellen. Von vornherein ist zu erwarten, daß der Schwerpunkt des 
Rechtkants bis zum vollständigen Ausgleich der Temperaturen die höchste, ein Eckpunkt 
die niedrigste Temperatur aufweisen wird. Tatsächlich ergibt die Rechnung für den 
Schwerpunkt 448,8, für einen Eckpunkt 138,83 C (beides nach 9 sek), also einen Tem- 
peraturunterschied von 310°C. Daß solche Temperaturunterschiede tatsächlich bestehen 
und bestehen müssen, ersieht man daraus, daß nach dem Eintauchen des rotglühenden 
Stahlstückes in das Wasser die Eckpunkte und Kanten sehr rasch schwarz werden (an 
den Eckpunkten rascher als gegen die Mitte zu), während die Oberflächen langsamer 
nachfolgen. Man sieht daraus auch, wie unrichtig es ist, wenn Temperaturberechnungen 
an Körpern mit der Annahme durchgeführt werden, daß die Oberfläche eine gegebene 
Temperatur habe und beibehalte oder an allen Flächenelementen die gleiche Wärme- 
menge übertrage. Die Ausführung des Versuches mit dem erwärmten Stahlstück bestätigt, 
daß die Oberflächentemperaturen im Sinne der oben entwickelten Bereehnung verlaufen, 
daß also die räumlichen Grenzbedingungen so festzulegen sind, daß nur die Temperatur 
der Umgebung vorgeschrieben und für den Wärmeaustausch zwischen Körper und Um- 
gebung ein Gesetz angenommen wird, das rechnerisch noch einigermaßen beherrscht 
werden kann (Newtonsches Abkühlungsgesetz), In Wirklichkeit ist dieses Wärmeaus- 
tauschgesetz allerdings sehr verwickelt und nur für sehr wenige Sonderfälle überhaupt 
bekannt. Man muß sich dann mit empirischen, aus Versucheu abgeleiteten Näherungs- 
formeln begnügen. 
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Abb. 5. Temperaturverteilung in der Ebene y 0. 


In den Abb. 5, 6 und 7 
sind als Beispiele noch die Tem- 
peraturverteilungen in den Ebe- 
nen y=0 und @=(, sowie in 
der Ebene x = 0,06 durch 
Zeichnung der Linien gleicher 
Temperatur dargestellt. Sie be- 
ziehen sich auf das gleiche 
Stahlstück und gelten ebenfalls 
für die Zeit {=9sek. Diese 
Darstellangen dürften für eine 
Uebersicht über den Tempera- 
turverlauf beim Abkühlen ge- 
nügen. 


5. Temperaturverlauf 
bestimmter Punkte desRecht- 
kants in Abhängigkeit von 
der Zeit. Ist man im Besitz 
der Gl. (5) und ihrer Festwerte, 
dann kann man auch die Tem- 
peratur bestimmter Punkte als 
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Temperaturverteilung in der Ebene x 0. 
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Abb. 7. 


Funktion 


Z 


Temperaturverteilung in der Ebene x 0,06. 


der Zeit darstellen. In diesem Falle 


wählt man die Koordinaten x, % und 2 und berechnet die Temperatur % für bestimmte, 
ebenfalls gewählte Zeitpunkte. Die Rechnung wird einfach, wenn man für # fortlaufende 
Vielfache von 2 oder 3 wählt, weil dann das umständliche logarithmische Berechnen der 
e Potenzen durch Quadrieren der früher berechneten Werte ersetzt werden kann. Das 
hier vorgelührte Beispiel wurde mit den Werten von ?=(, 1, 2, 3, 6, 12, 18, 24 und 


36 sek berechnet. 


u. 


Da für den Schwerpunkt = y—=z= 0 ist, reduziert sich die Gl. (6) auf 


nn N ie 0) 
= Aeumdt. 3 Berurit. N Oertift, 


L 


1 


1 


Für einen Eckpunkt ist die Form (6) unverändert beizubehalten. Zur Erleichterung der 
Zwischenrechnungen schreibt man die einzelnen Teilwerte zweckmäßig in Tabellenform 
auf. Man erkennt auch ohne Rechnung, daß die Temperatur des Schwerpunktes am 
langsamsten, die eines Eckpunktes am schnellsten abnehmen wird. Alle dazwischen 


liegenden Punkte werden in ihrem 
Temperaturverlauf zwischen diese 
beiden Grenzkurven fallen. In 
Abb. 8 ist der Temperaturverlauf 
der wichtigsten Punkte des Recht- 
kants und zwar des Schwerpunktes, 
eines Eckpunktes und eines Durch- 
stoßpunktes der X-Achse mit der 
Oberfläche des Rechtkants in Ab- 
hänrgigkeit von der Zeit dargestellt. 
Es ist noch zu bemerken, daß für 
sehr kleine Werte von ? die Be- 
rechnung der 'Temperatur deswegen 
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umständlicher und unsicherer wird, Abb.$8. Temperatur einzelner Punkte in Abhängigkeit von der Zeit. 
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weil die Konvergenz der Reihen sich mit abnehmendem ? verlangsamt. Man ist daher 
gezwungen, mit den i-Werten hinaufzugeh«en und alle Festwerte für größere ? zu be- 
rechnen, was zwar nicht schwierig, aber zeitraubend is. Man wird sich daher bei 
Durchführung einer zahlenmäßigen Rechnung fragen müssen, ob der Zweck der Unter- 
suchung eine solche Weitläufigkeit rechtfertigt. Für die meisten Zwecke genügt eine 
geringe Anzahl von (Gliedern der Reihen. Die Gesetzmäßigkeit des Temperaturverlaufes 
ermöglicht es, die Temperaturkurven durch wenige Punkte festzulegen. 


Zusammenfassung. Es wird eine Anweisung zur Berechnung der Temperatur- 
verteilung in einem Rechtkant beim Abkühlen und Erwärmen zu einem bestimmten Zeit- 
punkt, sowie des Temperaturverlaufes bestimmter Punkte in Abhängigkeit von der Zeit 
gegeben und das Verfahren an einem Rechenbeispiel erläutert. 393 


Zweite Internationale Tagung für Brückenbau und Hochbau 
in Wien. 
Beriht von J. RATZERSDORFER in Breslau. 


n der Zeit vom 24. bis 27. September 1928 fand in Wien die zweite internationale 

Tagung für Brückenbau und Hochbau statt, in der Fragen des Eisen- und Eisenbeton- 

baues behandelt wurden. Das vorbereitende Wiener Komitee (F Hartmann, R. Sa- 
liger, F. Bleich, E Roth, F Emperger) überreichte den Kongreßieilnehmern einige 
Wochen vor der Tagung ein 300 Seiten starkes Buch, einen vorläufigen Abdruck der 
am 24. und 25. September zur Verhandlung gelangenden Referate. Die Referate sollten 
nicht mehr wiedernolt werden, sondern nur die Grundlage der Diskussion bilden. An 
zwei weiteren Tagen wurden noch frei angemeldete Vorträge gleichzeitig in den Sektionen 
für Eisenbau und Eisenbetonbau gehalten. 

In einer kurzen Zusammenstellung kann der Inhalt der Arbeiten der Tagung bei 
weitem nicht erschöpft werden. Der hier erstattete Bericht umfaßt nur jene Gebiete, die 
von mehr theoretischem Interesse sind. Rein praktische Fragen, die das Material be- 
treiien, spezielle Probleme, die nur für den Konstrukteur von Bedeutung sind, sowie Be- 
schreibungen von ausgeführten Bauwerken werden im allgemeinen nicht besprochen. 
Eine subjektive Färbung ist natürlich nicht zu vermeiden. 


Ein ausführliches Referat über Ziel, Ergebnisse und Wert der Messungen an Bau- 
werken lag von A. Bühler (Bern) vor. Die Unsicherheit in der Größe der anzu- 
nehmenden Lasten infolge der dynamischen Wirkung, die Unsicherheit beim Bemessen 
mit Berücksichtigung von lange andauernden Kraftwirkungen und dem Altern der Mate- 
rialien und verschiedene Unklarheiten in der Wirkungsweise eines Tragwerks lassen es 
als zweckmäßig erscheinen (neben den üblichen Untersuchungen zur Bestimmung von 
Materialkonstanten) Beobachtungen und Messungen an Bauwerken vorzunehmen. 
A. Bühler beschreibt die Versuche, die in letzter Zeit in der Schweiz ausgeführt wurden. 
Bei Bodenuntersuchungen ermittelre man Bettungsziff-rn, d. ii. die Konstante bei einem 
linearen Zusammenhang zwischen Bodendruck und Einsenkung. Um Sonderfragen des 
Erdbaues zu prüfen, wurde an der Eidgen. techn. Hochschule in Zürich ein Erdbaulabora- 
torium eingerichtet. Messungen an massiven Brücken aus Stein ergaben, daß die Zu- 
lassung einer Zugspannung bis 5 kg/cm? gerechtfertigt ist. An eisernen Bauwerken wurde 
festgestellt, daß die Nebenspannungen infolge der steifen Knoten bei den heutigen Dimen- 
sionierungsvorschriften in den meisten Fällen außer acht bleiben können. Bei Rahmen- 
brücken aus Eisenbeton suchte man exprrimentell die Lastverteilang in der Querrichtung 
zu bestimmen. An Häusern und Türmen wurden Schwingungsmessungen vorgenommen. 


In der Aussprache erwähnte F. Faltus (Pilsen), daß sich bei der Friedensbrücke 
in Wien unter Berücksichtigung der Querverteilung der Lasten eine gute Ueberein- 
siimmung zwischen den berechneten und gemessenen Durchbiegungen ergeben hat. 


Experimentellen Forschungsarbeiten wendet man sich besonders bei Fragen der 
Brückendynamik zu. Die Stoßwirkung bewegter Lasten bei Brücken behandeln die 
Referate von H. Fuller (Yowa, U.S.A.), Godard (Paris), D. Mendizabal (Madrid), 
Streletzky (Moskau). Das Ziel der Untersuchungen ist im wesentlichen die Bestimmung 
eines dynamischen Koeifizienten, mit dem man die (statische) Last multiplizieren muß, 
um die dynamische Wirkung zu beurteilen. Dieser Koeffizient wird als das Verhältnis 
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der größten Deformation beim Durchfahren der Verkehrslast mit einer bekannten Ge- 
schwindigkeit zur Deformation bei sehr langsamer Bewegung der Verkehrslast ermittelt. 
Man nimmt dabei an, daß man aus der gemessenen Formänderung unmittelbar auf die 
Wirkung der Last schließen kann. Nun findet man so Koeffizienten, die bei verschie- 
denen Spannweiten und verschiedenen Brückensystemen schwer miteinander in Einklang 
zu bringen sind. Auch geben andere Meßapparate oft andere Resultate. 

Streletzky berichtet über die großzügigen Brückenuntersuchungen, die in Ruß- 
land mit seinen 420 Kilometer Eisenbahnbrücken seit dem Jahre 1922 durchgeführt wurden. 
Streletzky will die gemessene Durchbiegung als zweigliedrige Funktion darstellen, 
wobei das erste Glied der Belastung linear proportional ist und der Brücke als elasti- 
schem System entspricht, während das zweite Glied eine Korrektur sein soll, die den 
Einfluß der Konstruktion und des Zustandes der Brücke zum Ausdruck bringt. Es ist 
noch nicht sicher, wie man damit wirklich weiter kommt. 

An Stelle des dynamischen Koeffizienten werden von M. Rabinowitsch der 
Flächenkoeffizient und der Verzerrungskoeffizient eingeführt, mit denen das Verhalten der 
Brücke besser charakterisiert werden soll!), Der Flächenkoeffizient ist das Verhältnis 
der Flächen der wirklichen Einflußlinie irgend einer Deformation und der theoretischen 
E nilußlinie..e Der Verzerrungskoeffizient ist das Produkt aus dem Flächenkoeffizient in 
das Verhältnis des Maximalwertes einer beliebigen Deformation zur größten Ordinate der 
entsprechenden theoretischen Deformation. — Auch die anderen Referenten gaben im 
großen und ganzen empirische Formeln für den dynamischen Koeffizienten an, und die 
Diskussion förderte gleichfalls keine von den Referaten verschiedenen Ergebnisse zu 
Tage. Es fehlt hier eine Tbeorie, die imstande wäre, in die vielen, sicher verdienst- 
vollen und mihsamen Versuche ein System ru bringen. 

Eine Schwierigkeit besteht bei der Durchführung der erwähnten Versuche darin, 
das Gesetz der Veränderlichkeit der Lastwirkurg präzise zu erfassen. Das scheint be- 
hoben bei der Schwingungsprüfmaschine System Spaeth, die von der Fa. Losenhausen- 
werk A.-G., Düsseldorf-Grafenberg, hergestellt wird?). In einem kleinen, vierrädrigren 
Wagen sind neben Motor und Meßgeräten zwei Schwungmassen, die auf wagerechten 
Achsen exzentrisch gelagert sind, in einer vertikalen Eben- angeordnet. Die Exzentri- 
zität läßt sich in verschiedenen Abstufungen einstellen. Die Schwungmassen werden 
durch ein Zahnradgetriebe gegenläufig in Rotation versetzt. Dadurch addieren sich die 
Zentrifugalkräfte in der senkrechten Richtung, während sie sich nach der Seite aufheben, 
Man kann mit kleinen Gewichten (das Gesamtgewi: ht des Wagens ist 4 t) genau meßbare 
Belastungen erzeugen, von einer Größe, die sonst nur mit Eisenbahnzügen zu erreichen 
wäre. Die Teilnehmer der Tagung hatten Gelegenheit, die Maschine auf der Nord-West- 
bahnbrücke in Tätigkeit zu sehen. Bei Erreichen einer kritischen Eigenschwingung 
macht sich ein starkes Mitschwingen der Brücke bemerkbar. 

Ueber die Frage des Sicherheitsgrades berichtet W. Gehler (Dresden) in einem 
weit ausholenden, beachtenswerten Referat. Von Interesse sind hauptsächlich die bereits 
bekannten Untersuchungen von M. Grüning (Hannover)?. Grüning weist nach, daß 
die Dehnbarkeit und Zähigkeit des Stahls dem statisch unbestimmten Tragwerk eine 
höhere Sicherheit verleihen, als sie das statisch bestimmte System besitzt. Es stellen 
hier, um ein Wort von A. Zschetzsche zu gebrauchen, »die Intelligenzfaktoren des 
Unbelebten, die Elastiziıät und Pıastizität, das Letztimögliche an Wıderstand»fähigkeit in 
den Kampf«e. Der Begriff der Sicherheit kann im statisch unbestimmten System nicht für 
den einzelnen Stab definiert werden; man muß. da ein Stab den andern entlastet, die 
Sicherheit eines Systems von Stäben angeben. Grüning verlangt deshalb, daß man bei 
der Querschnittsbemessung von statisch unbestimmten Fachwerken die Vorschrift mit der 
zulässigen Spannung aufgeben und durch die Forderung ersetzen solle, daß die tragbare 
Last in jeder möglichen Laststellung ein Vielfaches der wirkenden Last sei. Diese Defi- 
nition des Sicherheitsgrades wurde auch schon in anderen Zweigen des Bauwesens, u.a. 


I) Ergebnisse der experimentellen Brückenuntersuchungen in der U.S.S. R., Forschungsarbeiten 
des wissenschaftlich technischen Komitees des Volkskommissarilats für Verkehrswesen Bd. 89. Sammel- 
heft XXII der Abteilung für Ingenieurunter-suchungen. Moskau-Transpetschat 1928. 192 8. 

2) Eine genaue Beschreibung findet man in der Zeiıschrift d. österr. Ing.- u. Arch.-Vereins 1928, 
S. 359 bis 361. 


®) M. Grüning, Die Traefähigkeit statisch unbestimmter Tragwerke aus Stahl bei beliebig 
häufig wiederholter Belastung. Berlin 1926, 
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im Eisenbetonbau und im Flugzeugbau, vorgeschlagen und bei Knickstäben ist sie wohl 
infolge ihrer allgemeinen Gültigkeit die einzig zutrefiende. 


In der Diskussion beschreibt H. Mayer-Leibnitz (Stuttgart) interessante Versuche 
mit kontinuierlichen Trägern, die die Ueberlegungen von Grüning bestätigen '). 

E. Mörsch ist der Verfasser eines Referates über die Schubiestigkeit des Betons. 
Es handelt sich im wesentlichen um die folgende Frage: Die amtlichen deutschen Eisen- 
betonvorschriiten vom Jahre 1925 schreiben auf Vorschlag von E. Mörsch vor, daß in 
Balken, bei denen die größte rechnungsmäßige Schubspannung über 4 kg/cm?, bzw. bei 
hochwertigem Zement über 5,5 kg/cm? hinausgeht, »alle Schubspannungen auf der be- 
treffenden Feldseite ganz durch abgebogene Eisen oder Bügel oder beides zusammen 
aufzunehmen sind (Schubsicherung)«. Das wurde vielfach als zu weitgehend angesehen 
und eine Rückkehr zur Vorschrift vom Jahre 1916 verlangt, bei der nur der Teil der 
(uerkraftfläche, in dem die Schubspannung die oben angegebenen Werte überschreitet, 
von Eisen aufgenommen werden soll. Die ganze Festigkeitsrechnung im Eisenbetonbau 
ist aber nur empirischer Natur. Es ist eine Aufgabe der Versuchstechnik, zu entscheiden, 
ob ein Balken mit der »vollen Schubsicherung«, bei dem alle schiefen Zugkräfte 
durch Eisen aufgenommen sind, eine höhere Tragfähigkeit besitzt, oder ob bei der Forderung 
nach einer »gleichen Sicherheit gegen Schub und Biegung« eine teilweise Schubsicherung 
nicht auch ausreichend ist. Die Versuche von Mörsch ergeben, daß bei Balken mit gutem 
Beton die halbe Schubsicherung genügt und daß bei Balken mit »Bauwerksbeton« die volle 
Schubsicherung die Bruchlast erhöht. Daraus zieht Mörsch den Schluß, daß die volle Schub- 
sicherung erforderlich ist. Das letzte Wort ist in dieser Sache noch nicht gesprochen’). 


Spangenberg (München) berichtet über weitgespannte Wölbbrücken aus Eisen- 
beton. Die künftige Entwicklung ist abhängig von der Erhöhung der zulässigen Inan- 
spruchnahme des Betons. In unseren amtlichen Bestimmungen ist die maximal zulässige 
Spannung bei Nachweis der Würfelfestigkeit des Betons 70 kg/em®. Mit hochwertigen 
Zementen, behauptet Spangenberg, wird es in naher Zukunit möglich sein, die zulässige 


Druckspannung bis auf 100 kg/cm? zu erhöhen. In Frankreich nützt man den Baustoff 
aber auch schon jetzt weit besser aus. 


In einem Vortrag und in einem Film zeigt F. Freyssinet (Paris) den Bau seiner 
kühnen und grandiosen Eisenbetonbrücke über einen Meeresarm bei Plougastel mit drei 
imposanten Bogen von je 186 m Spannweite. 

Die Knicksicherheit von einteiligen geraden Stäben und zwar der sogenannten 
Kulerschen Fälle, sowie von Stäben auf elastischer Unterlage behandelt das Referat von 
G. Pigeaud (Paris). 

M. Broszko (Warschau) bespricht eine neue Theorie über die unelastische Knickung, 
deren Ergebnisse in der Pariser Akademie publiziert sind‘), Broszko nimmt an, daß 
auch im plastischen Bereich bei einer infinitesimalen Spannungsänderung zwischen dieser 
und der zugehörigen Dehnungränderung in jedem Querschnittspunkt ein festes Verhältnis 7 
besteht: In der Eulerschen Formel muß dann der Youngsche Modul E durch den 
»Kniekmodul« 7 ersetzt werden. Es ist dies ein Schluß, der in ähnlicher Weise zum 
ersten Mal von Engesser gezogen wurde, der für den Knickmodul den Wert T=d0,:d 
einführte, wobei 0, und &, zusammengehörige Werte der Spannungs-Dehnungslinie sind. 
Bei Broszko wird T=0,:8, gesetzt. Hingegen geht v. Kärmän von der Tatsache 
aus, daß bei einem Belastungsgrad oberhalb der Elastizitätsgrenze dieser feste Zusammen- 
hang nicht besteht und daß beim Grenzübergang zur unendlich kleinen Ausbiegung für 
den Teil des Querschnittes der eine Entlastung erfährt der Modul E, für den anderen 
Teil der Engessersche Modul 7 zugrunde zu legen ist*). Die sich so ergebende Kärmän- 
sche Formel wird bekanntlich durch Versuche gut bestätigt’). Und der günstige Ausfall 


der Versuche stellt wieder das Fundament jeder Theorie sicher, nämlich die Annahme 
des Ebenbleibens der Querschnitte. 


!, Siehe auch: Die Bautechnik 1928, Hefte 1 und 2. 

?) Vergl. hierüber die endlosen Diskussionen im Jahrgang 1927 der Zeitschriften Beton und 
Eisen und Der Bauingenieur. 

3) M. Broszko, Sur le flambage des barres prismatiques comprimees axialement. O.R.t 186, 
p. 1041, scance du 16 avril 1928, 

ı) Th. v. KAärmän, Untersuchungen über d!e Knickfestigkeit, Berlin 1909. 

>) Vergl. auch die Versuche von W. Gehler für die im Eisenbau vorkommenden Walzprofile. 
Verhandlungen d. 2, Intern. Kongresses f. Techn. Mechanik. Zürich 1926, S. 364 bis 367. 
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In der Diskussion zu dem Referat von Pigeaud spricht J. Ratzersdorfer (Breslau) 
über die Knickung von Stäben auf elastischer Unterlage. Man kann, wenn man nach 
einer Idee von R. v. Mises eine Art zweiter Näherung an die Wieghardtsche Forderung 
zu erreichen sucht, eine Korrektur des Zimmermannschen Ansatzes und eine gleichfalls 
einfache Beziehung für die Knicklast gewinnen. 

Von Ro$S (Zürich) liegt ein Referat über die Bemessung zentrisch und exzentrisch 
gedrückter Stäbe auf Knickung vor, in dem bemerkenswerte Versuche beschrieben sind'). 
E. Chwalla (Wien) sucht die exzentrische Knickung durch Rechnungen zu begründen, 
die den RoS-Brunnerschen entsprechen, bei denen aber eine genauere Gleichung für 
die Biegungslinie herangezogen wird?). Dabei käme man zum Ergebnis, daß bei Bau- 
stahl wohl nicht im elastischen Bereich, jedoch im plastischen Intervall bei der exzentrischen 
Beanspruchung ein Stabilitäts- nnd Knickproblem besteht. Hier müßte man aber erst 
eine neue Definition für den Begriff der Knickung geben, die das Material berücksichtigt. 
Man habe z.B. zwei Stäbe von gleicher Länge, die beide in gleicher Weise durch eine 
exzentrische Längskraft beansprucht sind. Der eine Stab aus Baustahl sei im plastischen 
Bereich und habe beim »Ausknicken« den Knickmodul 7. Der zweite Stab aus einem 
anderen gedachten Material sei vollkommen elastisch und habe einen Youngschen Modul 
von der Größe des früheren 7; das ist jetzt ein Fall von exzentrischem Druck. — Man 
muß eine neue Definition ablehnen und daran festhalten, daß der Beginn des Ausbiegens, 
oder mathematisch formuliert, der erste reelle Verzweigungspunkt des Gleichgewichts das 
Knicken darstellt und nicht ein Verzweigungspunkt der komplex ist. Eine exzentrische 
Knickung gibt es dann natürlich nicht. 

In dem Referat über die Seitensteifigkeit von Eisenbetonbrücken gibt A. Hawranek 
(Brünn) eine übersichtliche und geordnete Zusammenstellung der Verfahren, die heute 
bei der Berechnung üblich sind. E. Chwalla erörtert in der Diskussion das Kipp-Pro- 
blem eines elastisch gleichmäßig quergestützten Kreisbogens, wobei die Fälle unterschieden 
werden, daß die Bogenlasten ständig in der Hauptachse des Bogenquerschnitts wirken, 
oder daß sie radial gerichtet bleiben, oder daß sie eine vertikale Richtung beibehalten. 

Aus den mitgeteilten Arbeiten der Tagung ist ersichtlich, welche Wichtigkeit man 
heute der experimentellen Tätigkeit in der Ingenieurpraxis beilegt. Daß bei Untersuchungen 
über den hochwertigen Stahl im Eisen- und Eisenbetonbau, über Nietverbindungen, über 
die Rißsicherheit des Betons dem Versuch eine Hauptrolle zufällt, ist selbstverständlich. 
Während in der letzten Zeit eine Vertiefung der theoretischen Erkenntnisse erstrebt wird, 
sucht man aber auch die Ergebnisse der Theorie, die zum Teil immer auf ideellen Än- 
nahmen aufgebaut ist, zu prüfen und die physikalischen Unterlagen sicher zu stellen. 
Mitunter werden auch experimentelle Methoden nur verwendet, um sich von komplizierten 
Rechnungen zu befreien, wofür das Beggsche Modellverfahren wohl ein Schulbeispiel ist. 
Wenn bei einer so ausgedehnten Versuchstätigkeit auch einmal Experimente ohne die erforder- 
liche theoretische Basis vorgenommen werden, so hat das grundsätzlich nichts zu bedeuten. 
Es besteht jedenfalls die Tendenz, die Theorie mit planmäßig ausgeführten Versuchen in 
Verbindung zu bringen, um so der physikalischen Wahrheit näher zu kommen. 937 


') vergl. M. Ro$, Die Knickfestigkeit von an beiden Enden gelenkig gelagerten Stäben aus 
Konstruktionsstahl. Verhandlungen d. 2. intern. Kongresses f. Techn. Mechanik, Zürich 1926, S. 368 bis 378. 

®) E. Chwalla, Die Stabilität zentrisch und exzentrisch gedrückter Stäbe aus Baustahl. Sitzungs- 
berichte der Akademie der Wissenschaften in Wien 1928, Heft 8. 
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Maß der Heiratshäufigkeit. Zur Messung verschieden sein. Daher wird vielfach die Er- 


der Heiratshäufigkeit wird im allgemeinen die selzung dieser einfachen Maßzahl durch eine 
Verheiratungsziffer verwendet, also der Quo- Tafel gefordert, welche den Ablauf einer An- 
lient der Zahl der Heiratenden durch die ge- fangszahl von Ledigen unter dem Einfluß des 
samte oder durch die unverheiratete, aber hei- Sterbens wie des Heiratens darstellte Damit ist 
ralsfähige Bevölkerung. Beide Maße hängen aber eine charakterisierende Zahl durch eine 
von Altersaufbau ab. Stimmen in zwei Län- ganze Tabelle ersetzt. Im folgenden soll ge- 
dern oder Zeiten diese Verheiratungsziffern für zeigt werden, wie man an Hand einer solchen 
alle Altersklassen überein, so können sie sich l.edigen-Abgangsordnung wieder zu einer ein- 
für die Gesamtbevölkerung unterscheiden und zigen charaklterisierenden Zahl gelangen kann. 
umgekehrt werden diese speziellen Ziffern auch Das im folgenden aufgestellte Maß der Hei- 


bei Uebereinstimmung der allgemeinen Ziffern ratshäufigkeit beruht auf der Methode, die 
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bei der Konstruktion von Sterbetafeln und 
ihrer Charakterisierung durch eine einzige Zahl 
verwendet wird. Im Prinzip (nicht in der 
Praxis) geht die Aufstellung einer Sterbetafel 
wie folgt vor sich: Durch Division der im 
Alter x bis x -- 1 während eines Jahres ? Ge- 
storbenen durch die aus Volkszählungen be- 
kannte Zahl derer, die im gleichen Jahre 
zwischen dem zten und x Iten Altersjahr 
lebten, ergibt sich die spezielle Sterbeziffer 
der x- bis x lJährigen m (r) 

Es sei andererseits /(0) eine beliebig ange- 


nommene Zahl von Neugeborenen und /!(x) die 
zu berechnende Zahl derer, die von ihnen den 
xten Geburtstag erlebten, so ist unter der An- 
nahme, daß /!(x) innerhalb der einjährigen 
Altersintervalle linear verläuft, 

„ia — Ir + 1) 


m(rx) = 2 ne 
(x) +I(= + 1) 


Die Sterbenswahrscheinlichkeit 
I(e\—I(z +1) 
g(a) = 
L(x) 
läßt sich unter derselben Annahme aus den 


beobachteten Sterbeziffern berechnen als 
2m (x) 

q (x) = . 

2 + m (x) 


Somit erhält man die Reihe der Ueberleben- 
den aus den beobachteten m (x) durch 
le + 1) = 1a) 2 — m (x) 
2 + m (x) 
mit Hilfe sukzessiver Multiplikationen. 
Es sei ® das höchst erreichbare Alter, so 


wird die Lebenserwartung eines x Jährigen de- 


finiert als w 
E(r) = I(2)dz. 
(2), 
X 
Die ganze Sterbetafel wird dann charakteri- 
siert durch die Angabe der Lebenserwartung 


eines Neuseborenen FE (0). 

Nach Prinzip konstruiert man nun 
eine Ledigen-Abgangsordnung. Wir brauchen 
dabei sowohl die Wahrscheinlichkeit, innerhalb 
eines Jahres ledig zu sterben, wie die zu hei- 
raten. Genau wie für die allgemeine Bevöl- 
kerung läßt sich auch die Sterbewahrschein- 
lichkeit ‚g (x) für die ledige Bevölkerung ermit- 
teln 


diesem 


Ferner berechne man aus den in einem 
bestimmten Jahre erstmalig Heiratenden vom 
Aller x bis x --1 und den Unverheirateten 


dieser Altersklasse die spezielle Verheiratungs- 


ziffer n(x). so ergibt sich die Verheiratungs- 
wahrscheinlichkeit X (x) unter der gleichen An- 
nahme wie oben als 
2r(e) 
k.(z) = . 
2 +n(®) 


Dann erhält man die Reihe der Ledig-Ueber- 
lebenden (x) aus 


(ce +1) = dl (x) 1 — k (x) ı9 (x)] 
nach Annahme eines willkürlichen 7(0) durch 
sukzessive Multiplikation. Diese Kurve wird 


von der Geburt bis zum niedrigsten Heiratsalter 
x, mit der gewöhnlichen Absterbeordnung iden- 





tisch sein, weil für e<xr, k(x)=0 und 
ıg(2)=g(x). Nimmt man ein höchstes Alter 
x, an, von dem an niemand mehr heiratet, so 
gilt dies von da an wieder, abgesehen von einer 


a it u. u: ıl (#9) 
Multiplikation mit einem positiven Bruch 2 


l (x) 
Die Ledigsen-Abgangsordnung verläuft also von 


x, ab stets unterhalb der Absterbeordnung. 

Die Zeit, die ein x,Jähriger erwarten darf, 
ledig zu durchleben, wird entsprechend der obi- 
gen Definition 


(u) 
: 1 [ 
ıE (x) BB ıl (2) de. 
I(aı), 
7 
Dann ergibt die relative Differenz der durch 
die beiden Kurven /!(x) und ;!(x) gebildeten 
Fläche ein vom Alter unabhängiges Maß der 
Heiratshäufigkeit p, das die gesamte Kurve 
charakterisiert. Das vorgeschlagene Maß lautet 


also 
E (x) — ıE (zı) 
0 = . 
- E (xı) 

Wenn keiner heiraten würde, gilt p =, 
wenn alle heiraten würden, o—=1. In den 
meisten Heiratstafeln fehlen die Wahrschein- 
lichkeiten, innerhalb eines Jahres ledig zu 
sterben. Infolge des selektiven Charakters der 


vewöhnlichen Sterbens- 
verschieden. 


Heirat ist sie von der 
wahrscheinlichkeit 


Die hier benötisten Daten finden sich für 
1910/11 im Band 275 der Statistik des Deut- 
schen Reiches, S. 39 bis 40. Die dort ange- 


führte Ledigen-Abgangsordnung für Männer bzw. 















für Frauen beginnt mit 7(18) = 0.9904 bzw. 
I(15)=1 und reicht bis 1(70) = 00234 bzw. 
. (70) = 0,0450. Zur Ergänzung wurde die 
Sterbetafel des Deutschen Reiches 1910/11 her- 
angezogen. Sie beginnt mit (0) l. Für die 
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männliche Bevölkerung ist 
1(70) = 0,2995; für die 
== 0,78816, (70) = 0,36448. 

Da die ersten 18 bzw. 15 Jahre in der 
Absterbeordnung und Ledigen-Abgangsordnung 
identisch sind, wurden die Angaben der Le- Das hier verwendete Maß berücksichtigt nur 
digen-Abgangsordnungen durch Multiplikation die erstmalig Heiratenden. Im Prinzip aber 
mit 07519 bzw. 0,78816 auf den Ausgangswert lassen sich mit dieser Methode auch die Ehe- 
!(0) —=1 gebracht. Die nach 70 folgenden Jahre lösungen durch Tod eines Gatten oder Schei- 
ergaben sich für die Ledigen-Abgangsordnung dung berücksichtigen. Dies führt dazu, daß 
durch Multiplikation der Absterbeordnung mit diese Kurve der ledig Ueberlebenden auch zu- 
0,05885 bzw. 0,09630. nehmen könnte und durch zweite oder dritte 

Auf diese Weise sind die in der Abbildung Heiraten wieder abnimmt. Doch fehlt es an 
wiedergegebenen Lediren-Abgangsordnungen für den zur praktischen Durchführung für eine 
beide Geschlechter und für alle Alter berech- Gesamtbevölkerung nolwendigen 


l(18) = 0,74470, 


gab sich ı! (18) 12.20 und ;E (15) = 14,10 für 
weibliche (15) 


Männer bzw. Frauen. Da für Männer E(18) 
—= 45,05 und für Frauen FE(15) = 49,58, ergibt 
sich für die Männer (D.R. 1910/11) p = 0,729 
und für die Frauen (D.R. 1910/11) p = 0,716 


rm 


.. 





numerischen 





net worden. Mit Hilfe der zur Berechnung von Angaben. 
Lebenserwarlungen üblichen Trapezformel er- Heidelberg. E. J. Gumbel. 931 
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an der Technischen Hochschule Berlin. In- 
nere Ballistik. Die Bewegung des Ge- 
schosses durch das Rohr und ihre Begleit- 
erscheinungen. Unter Mitwirkung von Professor 
Dr. OÖ. Poppenberg und Professor O. von 
Eberhard. Mit 37 Abb. im Text und 33 Abb. 
im Anhang X-4548S. Lehrbuch der 
Ballistik, Zweiter Band: Preis geb. 39 M. 


Dritter Band: Experimentelle Bal- 
listik oder Lehre von den ballistischen Mes- 
sungs-, Beobachlungs- und Registrier-Methoden. 
Zweite Auflage unter Mitwirkung von Professor 
OÖ. v. Eberhard und Oberstleutnant Dr.-Ing. 
K. Becker, Abt.-Leiter i. Waffenamt-Prüf- 
wesen in Berlin. Mit 138 Abb. im’ Text und 
56 Abb. im Anh. XII --408 S. Preis geb. 
39 M. Julius Springer, Berlin 1927. 

Mit den beiden vorliegenden Bänden ist das 
große Werk abgeschlossen, in dem C. Cranz 
seine reiche Lebensarbeit zusammenfaßt. Die 
innere Ballistik, die in Band 2 enthalten 
ist, ist eine sorgfältige und kritische Wieder- 
gabe aller wichligeren Untersuchungen, die sich 
auf die Mechanik und Thermodynamik der Ge- 
schoßbewegung im Schußrohr beziehen. Dabei 
sind die weiter ausgreifenden thermo-chemi- 
schen Grundlagen von Poppenberg bearbei- 
te. Ausführliche Diskussion findet in dem 
Buche das mathematische Problem der inneren 
Ballistik, für das es wohl viele primitive 
Näherungslösungen gibt. das aber von mathe- 
matischer Seite noch nicht genügend beachtet 
worden ist. Die sachgemäßen Ausführungen 
über Rückstoß und Raketen-Effekt sollten gegen- 
über der etwas phantastischen neueren Litera- 
tur auf diesem Gebiet mehr Verbreitung finden. 

Eine außerordentlich wertvolle Leistung stellt 
die in zweiter Auflage erscheinende, im 3. Band 
enthaltene experimentelle Ballistik dar. 
Die meisten Methoden sind von Cranz selbst 
in seinem Laboratorium durchgebildet worden 
und an jeder Stelle, ob es sich nun um die 
Messung sehr kurzer Zeilräume, um die Berück- 


sichtigung der plastischen Förmänderungen, um 
photographische, photogrammetrische oder ki- 
nematographische Fragen handelt, überall merkt 
man an dem tiefen Eindringen in den Gegen- 
stand die Hand des bewährten Fachmannes. 
Ausgezeichnete Lichtdrucktafeln sind in großer 
Zahl den beiden Bänden beigegeben, deren Aus- 
stattung auch sonst allen billigen Anforderun- 
gen genügt. Mises. 940 


Verhandlungen des 2. Internationalen 
Kongresses für Technisine Mechanik, Zü- 
rich 12. bis 17. September 1926. Im Auftrag 
des Organisatinnskomitees herausgegeben von 
Dr. ERNST MEISSNER, Professor an der Eid- 
senössischen Technischen Hochschule in Zürich. 
Verlag von Orell Füssli, Zürich und Leipzig 
1927. XII -4+- 546 S. 


Die Internationalen Kongresse für angewandte 
Mechanik sind nun, in dem vorbildlichen Rah- 
men, der durch die erste Veranstaltung in Delft 
geschaffen wurde, zu einer ständigen Einrich- 
tung geworden, die ihre fruchtbare Wirkung 
auf die Festigung der internationalen wissen- 
schaftlichen Zusammenarbeit und auf die För- 
derung unserer Sonderwissenschaft, der Mecha- 
nik, ausübt. 

In einem stattlichen Quartband, bereichert 
durch eine große Zahl von Abbildungen und 
Lichtdrucklafeln, liegen seit einiger Zeit die 
Ergebnisse des Züricher Kongresses vor. Auf 
den Inhalt der mehr als 80 Vorträge näher 
einzugehen, ist hier gewiß nicht möglich. Die 
jedeutung der in Zürich vorgeltragenen For- 
schungsarbeiten ist allen Teilnehmern des Kon- 
gresses und weit darüber hinaus allen Inter- 
essierten durch Berichte in den technischen 
Zeilschriften genügend bekannt; eine vollstän- 
dige Liste der Vortragenden und der Vortrags- 
titel ist in dieser Zeitschrift Bd.6, S. 425 ge- 
geben worden. Es bleibt nur übrig, die schöne 
Leistung des Herausgebers E. Meißner zu 
würdigen, wobei der Referent freilich das Be- 
dauern darüber nicht unterdrücken kann, daß 
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der Inhalt der Diskussionen zu den einzelnen 
Vorträgen, im Gegensatz zu dem Delfter Be- 
richt von 1924, gar nicht berücksichtigt wurde. 
Auch ein kleiner Wunsch für die künftigen 
Redakteure sei hier angefügt: Es würde die 
Zwecke, denen der Kongreß dient, sehr för- 
dern, wenn die Liste der über mehr als 20 
l.änder verstreulen Teilnehmer auch die An- 
voabe der Adressen enthielte. 

Die Verlagsbuchhandlung hat in der würdi- 
sen Ausstattung des Bandes Treffliches ge- 
leistet. Mises. 940 


Prof. Dr. F. AUERBACH, Prof. Dr W. 
HORT, !andbuch der Physikalischen 
und Technischen Mechanik. BdTI, Lie- 
ferung 2. 303 Abb. im Text. VIIT-+-6948$. Preis 
brosch. 3750 M. Bd. II, Lieferung 1. 187 Abb. 
im Text. VIII --404S. Preis 3750 M. Joh. 
Ambr. Barth, Leipzig 1928. 

Die neu erschienenen Lieferungen der Bände 
I und 2 erfüllen die Erwartungen, die bei der 
Anzeige der ersten Lieferungen ausgesprochen 
wurden !) aufs Beste. 

Mit der zweilen Lieferung des ersten Bandes 
beginnt der eigentliche Lehrgang der allgemei- 
nen Mechanik. M. Winkelmann faßt die 
wichligsten Prinzipien kurz und übersichtlich 
zusammen, ohne sich dabei in formelle Axio- 
malik zu verlieren. R. Skulsch behandelt in 
der »Geomelrie der Massen« den traditionellen 
Stoff in der üblichen Weise Sehr schön sind 
die von Rudolf Beyer herrührenden Ab- 
schnitle über geometrische Bewegungslehre und 
Zwanglauf-Mechanik, von denen der letztere 
einen selbständigen und gewiß wertvollen Aus- 
bau der sonst zu sehr in den Hintergrund ge- 
drängten Reuleauxschen Kinemalik bildet. 
IH. Reißner versteht es, in der Statik starrer 
Körper die prinzipiell wichtigen Gedanken- 
sänge herauszuschälen und damit für dieses Ge- 
biet, «das meistens in überflüssige Breite aus- 
einandergezogen wird, eine übersichtliche, bei 
aller Straffheit des Aufbaus gut lesbare und 
versländliche Darstellung zu schaffen. Der Bei- 
trag von I’. Auerbach über Kinemalik der 
Schwingungen und Wellen fällt etwas aus der 
Sysiemalik des Ganzen heraus, wird aber mit 
seinen zahlreichen, fleißig ausgeführten Figu- 
ren manchem willkommen sein. Naivitäten 
wie die über Fouriersche Reihen 8.479 ff. 
sollten allerdings in heuligen L.ehrbüchern nicht 
mehr zu finden sein. Der Band schließt mit 
einer kurzen elementaren Behandlung der soge- 
nannten »einfachen Maschinen«, einer kleinen 
Konzession an die populäre technische Me- 
chanik. 

Der zweite Band setzt mit einer wohl etwas 
kurz gehaltenen allgemeinen Kinelik von M 
Winkelmann ein. Hierauf folgen drei von 
Ph. Frank herrührende, ausgezeichnete Arli- 
kel über Relalivilälsmechanik, Zentralbewegsung 
und Himmelsmechanik. Hier ist natürlich eine 
sehr knappe Auswahl des Stoffes nölti 
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N) Diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S, 240 bis 241. 
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wesen, die aber mit vielem Geschick durchge- 
führt wurde. Von großem Wert sind die Aus- 
führungen von O. Hecker und O. Meißer 
über Erdanziehung und Schwere, da man diese 
Dinge sonst aus Lehrbüchern der Mechanik 
nur selten und gewiß nicht in gleicher Gründ- 
lichkeit kennen lernt. Aeußere Ballistik wird 
von OÖ. v. Eberhard, innere Ballistik von 
E. Boll&@ behandelt. Ein sehr ausführlicher 
Abschnitt über physiologische Mechanik von 
G. Göcke liefert die Grundlagen für Unter- 
suchungen, die vielleicht noch einmal große 
Bedeutung gewinnen können. Erwähnt sei 
noch, daß FF. Auerbach eine Beschreibung 
der in letzter Zeit so bekannt gewordenen 
Planetarien, vorzugsweise der von Bauers- 
feld herrührenden Konstruklionen, gibt. 

Man sieht dem Abschluß des Werkes, dem 
Herausgeber und Verlag ihre besten Kräfte mit 
schönem Erfolg widmen, in guter Zuversicht 
entgegen. Mises. 940 


GEORGE FILLMORE SWAIN, L.L.D. Pro- 
fessor an der Harvard Universität, New York. 
estiskeitslehre. Autorisierte Ueberset- 
zung von Dr.-Ing. A. Mehmel, Hannover. Mit 
463 Textabbildungen. Springer, Berlin 1928. 
XVII -+- 6308. Preis geb. 34 M. 

In der Einleitung zu seinem Buch warnt der 
Verfasser vor der Ueberschätzung der mathe- 
matischen Hilfsmittel, aber auch vor dem 
kritiklosen Experimentieren ohne die erforder- 
liche theoretische Basis. Swain zitiert eine 
Bemerkung des Aristoteles. wonach es das Zei- 
chen eines gebildeten Geistes sei, sich mit der 
Genauigkeit eines Resultates zufrieden zu geben, 
die der Nalur des untersuchten Gegenstandes 
entspreche und dort keine strenge Geselz- 
mäßigkeit zu fordern, wo die vorhandenen 
Mittel nur eine Annäherung an die Wahrheit 
erlaubten. — Man wartet mit Interesse darauf, 
wie diese vortrefflichen Bemerkungen das Buch 
beeinflussen werden. 

Auf den ersten zwanzig Seilen sind die 
»wesentlichen Sätze der Mechanik starrer Kör- 
per« angeführt. Dann folgen geometrische Be- 
ziehungen, Schwerpunktsbestimmungen, Träg- 
heitsmomente. Hiernach werden die Begriffe 
der Spannung und Verzerrung eingehend er- 
läutert und damit kommt alles so ziemlich in 
die gewohnten Bahnen. Die einzelnen Ab- 
schnitte erklären Zug, Druck, Schub, Torsion, 
Biegung, zusammengesetzte Festigkeit, Knickung. 
Ferner sind untersucht kreisförmigse und kugel- 
förmige Behälter, Anfangsspannungen in Metal- 
len, Biegung gekrümmter Stäbe, wiederholte 
Beanspruchungen, Bruchursachen. Abweichend 
von den üblichen Darstellungen behandelt der 
Verfasser auch Träger auf zwei Stützen, Gerber- 
träger, kontinuierliche Träger, Nietverbindungen 
und einiges aus der Materialprüfung. 

Bei der Berechnung der Eisenbetonbalken 
wäre ein Eingehen auf Versuche erforderlich, 
da die Annahmen über die Spannungsverteilung 
hier erst durch das Experiment ihre Unter- 
lage erhalten. Bei Besprechung der Knick- 
festigkeit zeigt sich der Verfasser als unbe- 
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dingter Anhänger der Rankineschen Formel; 
die in diesem Abschnitt angestellten Ueber- 
legungen können einer Kritik nicht stand- 
halten. 

Das Buch von Swain geht in keiner Rich- 
lung über das in der Literatur Vorhandene 
hinaus. Aber es wird sich infolge seiner Reich- 
halligkeil, seiner anschaulichen Ausdrucksweise 
und der stark hervortretenden persönlichen 
Note zweife!los Freunde erwerben. Die Ueber- 
selzung wurde von Mehmel geschickt besorgt 


Breslau. J. Ratzersdorfer. 934 


Dr.-Ing. RUDOLF KIRCHHOFF, Regie- 
rungsbaumeister., Die Statik der Bau- 
werke. Erster Band. Zweite neubearbeitete 
und erweiterte Auflage. Mit 494 zum Teil far- 
bigen Textabbildungen. Verl. Wilh. Ernst & 
Sohn, Berlin 1928. VIIT-- 3928. Preis geh. 
26 M, geb. 28M. 

Der vorliegende erste Band beschäftigt sich 
im wesentlichen mit den gleichen Aufgaben 
wie der erste Band der bekannten Graphischen 
Stalik von H. Müller-Breslau. Ja man 
möchte die Statik von Rudslf Kirchhoff 
beinahe als eine mit Beispielen versehene Er- 
läuterung zu diesem Werk ansehen. Das Buch 
ist mit pädagogischem Geschick bearbeitet und 
es darf jedem Anfänger, der auf eine bequeme 
und angenehme Art in das Gebiet der Statik: 
eindringen will sehr empfohlen werden. 


Breslau. J. Ratzersdorfer. 934 


Dr. F. HAUSDORFF, o. Prof. der Mathe- 
malik an der Universität Bonn. Mengen- 
lehre. Zweite, neubearbeitete Auflage Mit 
12 Figuren. Göschens Lehrbücherei 1. Gruppe 
Reine Mathematik Bd. 7. Verlag von Walter 
de Gruyler & Co., Berlin und Leipzig 1927. 
285 8. 

Das vorliegende Lehrbuch der Mengenlehre 
stellt eine neubearbeitete, zum Teil sehr ein- 
geschränkte Form der ersten Auflage (Leipzig 
1914) dar. Verfasser hat die Theorie des 
Lebesgueschen Maßes und Integrals, die 
heute schon in mehreren Lehrbüchern ‘und Mo- 
nographien behandelt wird, weggelassen und 
manche neuere Ergebnisse der Mengenlehre an 
ihre Stelle gesetzt. Einer Diskussion der 
Grundlagenfragen hat er sich enthalten. Das 
Buch enthält eine Fülle modernen Materials in 
gut verständlicher Form mit der höchsten Ele- 
ganz dargestellt. 


Königsberg. G. Szegö. 933 


CHRISTIAN BETSCH, Fiktionen in der 
Mathematik. Frommans Verlag, Stuttgart 
1926. XXIV -1-3728S. Preis brosch. 10 M, geb. 
I2M. 

Das vorliegende Werk gibt eine kritische 
Darlegung der Vaihingerschen Philosophie 
des »Als Ob«. Es zerfällt in zwei Tele, deren 
ersler vorwiegend philosophischen Charakters 
ist, während der zweite den mathemalisch- 
geometrischen Gesichispunkten gerecht wird, 
Der erste Teil entwickelt zunächst den Vai- 
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hingerschen Wirklichkeitsbegriff — die 
Grundlage seines philosophischen Systems. 
Dieses ist bekanntlich auf die Auffassung ge- 
oründet, daß der menschliche Geist sein Welt- 
bild auf wissentlich falschen, aber für den 
jeweiligen Zweck geeigneten Annahmen aufbaut 
— den »Fiktionen«. Sodann wird die Stellung 
dieser Theorie in der philosophischen Literatur 
historisch-kritisch beleuchtet. 

Von eminent mathematischem Interesse ist 
der zweite Teil. Mit Recht wird hier geltend 
semacht, daß Vaihingers Verweise auf Geo- 
ınetrie, Infinitesimalrechnung und komplexe 
Zahlensysteme — insbesondere seine Auffassung 
vom »Unendlichen« und den »Nullfällen« 
malhemalisch nicht stichhaltig sind. In all 
diesen Fällen bedeutet es ja ein völliges MiB- 
vers’ehen der heuligen mathematischen Methode, 
wenn man von »Fiktionen« redet. Wohl aber 
hat die Gantorsche Mengenlehre und der 


daran anknüpfende »Grundlagenstreil« — ins- 
besondere die Bestrebungen von Brouwer 
und Hilbert - Beispiele für Fiktionen in 


der Malhematik gegeben. Die Mengenlehre muß 
infolge der fehlenden Kategorisilät (Eindeutig- 
keit) ihrer Axiome, und anderer Schwierig- 
keiten, als »Fiktion« im Vaihingerschen 
Sinne angesehen werden — ebenso die ganze 
Analysis, wenn man sie auf Hilbertscher 
Grundlage aufbaut und betreibt. 

Es sei zum Schlusse erlaubt, darauf hinzu- 
weisen, wie erfrewWich es ist, daß die inter- 
essanten Beziehungen der Vaihingerschen 
Philosophie zur Mathemaik — nämlich das 
Nichtzutreffen seiner einzelnen Hinweise gegen- 
über der Richtigkeit seiner allgemeinen Idee — 
durch das vorliegende Buch endlich -eine Klar- 
stellung erfahren haben. 

Berlin. :J. v. Neumann. 938 


Prof. Dr. ALBRECHT PATZIG, Privat- 
dozent an der Universität zu Frankfurt a. M. 
Politische Arithmetik. Verlag von B. Gr. 
Teubner, Leipzig und Berlin 1927. VI-- 1018. 
Preis kart. 3,20M. 

Die etwas reichliche Sammlung von Lehr- 
büchern der politischen Arithmetik, die schon 
besteht, ist durch ein neues Buch erweitert 
worden, welches in Inhalt und Umfang sich im 
allgemeinen der Tradition anpaßt. Bemerkens- 
wert ist, daß dieses neue Buch sich ausführ- 
licher, als dies sonst geschieht, mit der ma- 
thematischen Behandlung der Anleihetechnik 
beschäftigt. Tabellen, wie sie sonst derartigen 
Lehrbüchern beigeschlossen werden, sind hier 
nicht gegeben; in einer Fußnote auf Seite 31 
wird der Gebrauch der Tabellen in einem ande- 
ren Lehrbuche von Patzig empfohlen. 

Wien. E. Fanta. 929 

Alkoholometrische Tafeln zur einheit- 
lichen Lösung von Aufgaben der Alkoholo- 
meitrie. Zweite neubearbeitete Auflage der 
»Alkoholometrischen Tafeln zur einheitlichen 
lösung aller in der Alkoholometrie auftauchen- 
den Fragen«, herausgegeben von der Normal- 
Eichungs-Kommission. Herausgegeben vom 
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Bundesamt für Eich- und Vermessungswesen in 
Wien, Z. 3960/1927. Wien 1927. VII + 213S. 
Preis 14,35 S. 


Alkoholometrische Reduktionstafeln zur 
Bestimmung der Menge reinen Alkohols in 
Litern (Hektolitergrade Alkohol) nebst 2 Tafeln 
und 2 Ergänzungstafeln. 2. neubearbeite Aufl. 
Herausgeseben vom Bundesamt für Eich- und 
Vermessungswesen in Wien. Z. 6482/1927. Ver- 
lag der Oesterreichischen Staatsdruckerei Wien 
1927. IV -+- 163S. Preis 7,18 S. 

Das erstangeführte Buch stellt eine Mono- 
graphie dar, in welcher eine Neubearbeitung 
der bereits im Jahre 1922 von der Normal- 
Eichungskommission herausgegebenen alkoholo- 
metrischen Tafeln sich das Ziel setzt, zwi- 
schen den alkoholometrischen Tafeln, die in 
Deutschland in Gebrauch stehen ind den öster- 
reichischen Tafeln Uebereinstimmung herzu- 
stellen. Zu diesem Zwecke gehi die neue Auf- 
lase von der im Jahre 1921 von der Reichs- 
anstalt für Maße und Gewichte in Berlin ver- 
anlaßten Veröffentlichung alkoholometrischer 
Tafeln aus. Dem eigentlichen Tafelwerk geht 
auf 16 Seiten eine Darstellung der Grundsätze 
für die Voraussetzung und Berechnung der ein- 
zelnen Tafeln und eine Anleitung zum Ge- 
brauche derselben durch Anführung und Durch- 
rechnung von 11 Zahlenbeispielen voran. Das 
eisentliche Tafelwerk umfaßt 9 Tafeln, welche 
der lösung der einzelnen in der Alkoholometrie 
vorkommenden Aufgaben dienen. Die tlheore- 
tische Neubearbeitung ist das Werk der Herren 
Oberbaurat Dr. A. Basch und Baurat Dr. A. 
Wellik. 

Während dieses erste Buch sozusagen als 
Iheorelisches Handbuch angesehen werden kann, 
ist das zweite Buch für den Gebrauch der 
Finanzorgane in der steueramtlichen Praxis 
eingerichtet. Ein Teil der in diesem zweiten 
Buche abgedruckten Tafeln stellt eine Wieder- 
sabe von Tafeln aus dem ersten Buche dar. 
Irvendwelche theorelische Erörterungen finden 
sich hier richt. Dagesen sind alle Tafeln mit 
Gebrauchsanweisungen unter Anführung von 
Beispielen ausgestattet. Auch diese Neubearbei- 
tung ist durch die oben erwähnte Veröffent- 
lichung der deutschen Reichsanstalt für Maße 
und Gewichte veranlaßt. 


Wien, Juni 1928. E. Fanta. 909 


Dr. FR. A WILLERS, o. Professor an der 
Bergakademie Freiberg (Sachsen). Methoden 
der praktischen Analysis. Mit 132 Fi- 
guren. Göschens L.ehrbücherei, 1. Gruppe Bd. 12. 
Walter de Gruyter & Co. Berlin und Leipzig 
1928. 3448. Preis @M, geb. 21,50 M. 


Seit dem Buche von Runge-König ist das 
vorliegende Werk von Willers das erste, das 
sich das Ziel setzt, einen möglichst umfassen- 
den Ueberblick über die Methoden der prak- 
tischen Analysis zu geben. Tatsächlich behan- 
delt Verfasser in sechs Abschnitten die wichtig- 
sten numerischen und graphischen Verfahren 
in folgender Anordnung: 


Math. und Mech. 

Begonnen wird mit einem Abschnitt über 
Zahlenrechnen, d.h. über das Rechnen 
mit ungenauen Werten, das abgekürzte Rech- 
nen; aber auch die wichtigsten mechanischen 
Hilfsmittel, Rechenstäbe und Rechenmaschinen, 
werden mit einer Sorgfalt, die über die übli- 
chen kurzen Bemerkungen hinausgeht, erklärt, 
Sogar ein Abschnitt über die Elemente der 
Nomographie als Hilfsmittel des Rechnens 
ist eingeschaltet, der in wenigen Seiten einen 
ausgezeichneten Ueberblick über recht ver-, 
schiedene Methoden liefert. — Das Kapitel 
über Interpolation bringt im Anschluß 
an neuere Arbeiten von Steffensen die. 
Newtonsche und die spezielleren (von Gauß, 
Bessel usw.) herrührenden Interpolationsfor- 
meln mit richtigem Restglied; ferner die 
Grundzüge der Interpolationsreihen und im 
Anschluß an die Interpolation die damit eng 
zusammenhängende Integration und Dif- 
ferentation numerisch gegebener Funktio-, 
nen. — Im folgenden Kapitel werden diese 
letztgenannten Methoden vertieft und durch 
instruktive Angaben über graphische und 
instrumentelle Verfahren ergänzt. — So» 
dann führt der vierte Abschnitt wieder zu 
mehr elementaren Fragen, nämlich zur Auf- 
suchung der Wurzeln beliebiger trans- 
zendenter und algebraischer Gleichungen. 
Das Iterationsverfahren und das Newtonsche 
werden genauer behandelt, auch für den Fall 
von zwei Variablen. Doch wird in kei- 
ner Weise über bekannte Konvergenzkriterien 
binausgegangen. Aehnliches gilt für das wich- 
tige Thema von n linearen Gleichungen, zu 
deren Behandlung eigentlich nur die Elimina- 
tionsverfahren in handlicher Form dargestellt 
werden. Zu begrüßen ist ein ausführlicher Ab- 
schnitt über lineare Diffenrenzengleichungen. 
Das fünfte Kapitel führt mit der Analyse 
empirischer Funktionen wieder ins Ge- 
biet der Analysis zurück; für die harmonische 
Analyse wird außer dem bekannten numeri- 
schen Verfahren ein sehr geeignetes graphi- 
sches mitgeteilt... Auch die mechanischen Hilfs- 
mittel (Tafeln von Lohmann und Zippe- 
rer, harmonischer Analysator nach Mader) 
werden erläutert. — Das letzte Kapitel bringt 
die praklischeIntegralion gewöhnlicher 
Differentialgleichungen und zwar so- 
wohl die üblichen graphischen, wie auch nu- 
merische Methoden, unter denen dem Ver- 
fahren von Adams wohl der erste Platz ge- 
bührt. 

An ein Buch dieses Verfassers darf man 
wohl höhere Anforderungen stellen als an 
die landläufigen Lehrbehelfe die Verfahren 
der praktischen Analysis gelegentlich unrich- 
tig oder mit unzureichender Begründung anzu- 
geben pflegen. Daher seien hier einige An- 


merkungen gesiattet. Es wird etwa — um nur 
einiges aus dem Gebiet der Gleichungsauflö- 
sung zu nennen — S.160 gesagt, daß bei Auf- 


suchung einer Nullstelle von f(x) nach dem 
»Eingabelungsverfahren« ein neuer Näherungs- 
wert 7.41, der aus z„ und z„.ı abgeleitet 
wird, der gesuchten Wurzel a näher liegt als 
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sowohl z„, wie auch z„-,; während dies 
offenbar nur für z„ oder z.-ı gilt. Ander- 
seits sind die an dieser Stelle über das Vor- 
zeichen von f’(x) und f”(z) gemachten Vor- 
ausselzungen entbehrlich. — Oder es wird 
S.167 bemerkt, daß das übliche Iterations- 
fahren für ein Gleichungssystem f(x,1y,...)=0, 
g9(2,%,-...)=(0, in seiner Spezialisierung auf 
lineare Gleichungen auf das von Seidl stam- 
mende Iteralionsverfahren führt; was nicht 
stimmt, da weder die Rechenvorschrift, noch 
die Bedingungen des wichtigen Seidlschen 
Verfahrens durch Spezialisierung des geschil- 
derten folgen. Auf der nächsten S.168 wird 
für die Lösung eines linear-homogenen Syslems 
mit Parameter eine lIterationsvorschrift ge- 
geben, die sich keinesewgs rechtfertigen läßt 
und die für die höheren Eienwerte und Eigen- 
lösungen nicht einmal im speziellen Falle des 
durchgerechneten Beispiels auf die Lösung 
führt. — Auch die Darlegungen hinsichtlich 
des Newtonschen Verfahrens für zwei Va- 
riable S.177 sind nicht einwandfrei. — 
Zusammenfassend kann man sagen, daß das 
verdienstvolle für Studierende und Prakliker 
wertvolle Buch sein Thema auf breiter Basis 
behandelt, trotzdem keineswegs in den Elemen- 
ten stecken bleibt und auch neuere, sonst in 
die Lehrbuchliteratur noch nicht übergegangene 
Abhandlungen verwertet. Von besonderem In- 
teresse sind die vielen, genau durchgeführten 
Beispiele. 


Berlin. H. Pollaczek-Geiringer. 924 


PAUL LUCKEY, Studienrat am Staatlichen 
Gymnasium Philippina in Marburg. Nomo- 
graphie. Praktische Anleitung zum Entwer- 
fen graphischer Rechentafeln mit durchgeführ- 
ten Beispielen aus Wissenschaft und Technik. 
Mit 57 Fig. im Text und 48 Aufgaben. Zweile 
neubearbeilete und erweiterte Auflage der »Ein- 
führung in die Nomographie«. 2. Teil. Math.- 
Phys. Bibl.. Bd. 59/60. Verlag von B.G. Teub- 
ner, Leipzig und Berlin 1927. 108 S. Preis 
kart. 240 M, 

Die ausgezeichnete Einführung, die schon in 
der ersten Auflage geeignet war, den Anfänger 
auf kleinstem Raum mit den Grundfragen be- 
kannt zu machen, ist nun in zweiter durch- 
gesehener und erweiterter Auflage erschienen. 
Wie schon in der ersten Auflage wird das 
Entwerfen der wichligsten Grundtypen an Ein- 
zelbeispielen ausführlich erörtert, wobei jetzt 
auch der Fall von Gleichungen mit mehr als 
drei Unbekannten in den Kreis der Betrach- 
tung gezogen wird. Das Büchlein ist zum 
ersten Selbstunterricht ganz besonders geeignet. 


Berlin. H. Pollaczek-Geiringer. 924 


Ing. GINO CASSINIS, Professore della 
R. Scuola die Ingegneria di Pisa. Calcoli 
Numerici Graficile Meccanici. Bmilio 
Pacini, Pisa 1928. XXI -- 6728. 

Diese »praktische Analysis« bietet ein Kom- 
pendium mehrerer Wissensgebiete, die wir als 
Zweige der »angewandten Mathematik« zu be- 


zeichnen pflegen. Das Werk beginnt mit dem 
numerischen Rechnen (abgekürztes Rech- 
nen, Tafeln, Rechenmaschinen). Daran schließt 
ein Abschnitt über Nomographie. Es fol- 
gen die üblichen Kapitel einer praktischen 
Analysis: Interpolation Reihenent- 
wicklungen, Gleichungsauflösung. 

Bevor dann Verf. die praktische Lösung 
von Differentialgleichungen in Angriff 
nimmt, werden die wichtigsten speziellen 
Funktionen die elliptischen, die Gamma- 
Funktion, die hyperbolischen, die Zylinder- 
Funktionen usw. eingeführt. Aber auch die 
Vektoranalysis ja sogar die Grundbe- 
griffe der Wahrscheinlichkeits- und Aus- 
gleichsrechnung sind in den Kreis der Betraclı- 
tung gezogen. 

Bei diesem Reichtum des Dargebotenen 
mit dem das Werk an die großen französischen 
cours d’analyse erinnert, nur mit besonderer 
Betonung der Anwendungen — ist es geeignet, 
eine erste Grundlage für das mathematische 
Bedürfnis des Physikers zu bilden. Allerdings 
muß man feststellen daß an kaum einer 
Stelle über das Einfachste hinausgegangen wird, 
was z.B. bei dem Kapitel über Differential- 
gleichungen auffällt in dem jede Behandlung 
der Randwertprobleme fehlt und den parliel- 
len Differentialgleichungen fünf Seiten gewid- 
met sind; oder in dem Kapitel über Vektor- 
rechnung, das den Dyadenbegriff, dessen Be- 
deutung für die mathematische Physik in stei- 
gendem Maße zur Geltung kommt, überhaupt 
nicht einführt. Auch in der Darstellung wird, 
was Strenge der Begriffsbildung und Beweis- 
führung belangt, nicht allzuweit gegangen (man 
vergleiche z.B. das Kapitel über Interpolation), 
auch nicht an Stellen, wo die Vorarbeiten zu 
einer einwandfreien Darstellung bereits vor- 
handen sind. — Die Beispiele sind zum großen 
Teil neu, sorgfältig durchgeführt und oft schr 
instruktiv. 


Berlin. H. Pollaczek-Geiringer. 944 


Dr.-Ing. N. KELEN, Die Staumauern. 
Theorie und wirtschaftliche Bemessung, mit 
besonderer Berücksichtigung der Eisenbeton- 
talsperren und Beschreibung ausgeführter Bau- 
werke. Mit 307 Textabb. und Bemessungstafeln, 
Verlag von Julius Springen, Berlin 1926. VIII 
-294S. Preis geb. 39 M. 


In dem vorliegenden Buch, das Prof. Dr. 
Ludin (Berlin) mit einem Geleitwort einführt 
werden insbesonders die Gewölbestaumauern 
untersucht. Der Verfasser berechnet zunächst 
das dreifach statisch unbestimmte Kreiszylin- 
dergewölbe uuter Wasserdruck, Temperatur- 
und Schwindwirkung, und es gelingt mit Hilfe 
von Tabellen und Kurventafeln die praktische 
Rechenarbeit sehr zu erleichtern. Daran 
schließt sich eine ausführliche Berechnung der 
Pfeiler, bei der die Ergebnisse der Elastizitäts- 
theorie ihre Anwendung finden. Einen um- 
fangreichen Teil des Buches bilden wirtschaft- 
liche Betrachtungen über die günstigsten Pfei- 
lerabmessungen und über die aus gleichen Ge- 
wölben und Zwischenpfeilern zusammengesetz- 
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ten sog. Gewölbereihendämme. Diese werden 
auch bei der Besprechung von ausgeführten 
Bauwerken vornehmlich berücksichtigt. lür 
den Konstruktionsingenieur, der sich über die 
Theorie und die Ausführung der Gewölbeslau- 
mauern unterrichten will, kann das Buch von 
Kelen von großem Nutzen sein. 


J. Ratzersdorfer 0 


Dr.-Ing. PETER PASTERNAK, Privatdozent 
für technische Baustatik und Eisenbetonbau an 
der FEidgen. Techn. Hochschule in Zürich. 
Berechnung vielfach statisch unbe - 
stimmter biegefester Stab- und Flä- 
chentragwerke. ].Teil: Dreigliedrige Sy- 
steme, Grundlagen und Anwendungen. Mil 
3 Tafeln, zahlreichen Abb. im Text und nume- 
rischen Beispielen. Verlag Gebr. Lehmann & 
Go. Zürich und Leipzig 1927. IT -- 273 S. 
Preis 13M 

Der erste Teil des Pasternakschen Wer- 
kes ist ein für sich abgeschlossenes Buch und 
behandelt hauptsächlich die  dreigliedrigen 
Klastizitätsgleichungen, auf die bei einer gro- 
Ben Zahl von Tragwerken die statische Berech- 
nung hinführt. Der Verfasser benützt (ähnlich 
wie J. Pirleb zur Auflösung der Elastizitäfs- 
vleichungen das Gaußsche Eliminalionsver- 
fahren und die Anwendung, Deutung, das Um- 
setzen in eine graphische Darstellung bilden im 
wesentlichen den Inhalt des Buches. Ob man 
die Berechnung nach der sog. Kraft- oder der 
hierzu dualen Deformationsmethode vornimmt, 
immer bedeutet das Anwenden des abgekürzlen 
(‚außschen Verfahrens zugleich ein stufen- 
weises Verändern der statischen Unbestimmt- 
heit des gewählten Hauptsystems. Der Ver- 
fasser entwickelt graphische Lösungen der drei- 
und fünf-)gliedrigen Gleichungen und kommt 
bei dem wichtigen Fall des kontinuierlichen 
Trägers zu einer bequemen zeichnerischen Me 
Ihode, die von der üblichen einigermaßen ab- 
weicht. Als Beispiele dienen Gewölbe und ver- 
schieden geformte Rahmen. Keiner, der an 
der Ausgestaltung der Systematik in der Bau- 
statik Interesse hat, aber auch kein praklti 
scher Rechner, dürfte an dem Buch von 
P’asternak vorübergehen 


J Ratzersdorfer. 930 


ALEXANDER BRILL, Tübingen. Vor- 
lesungen über allgemeine Mechanik 
Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
1928. VIIT-- 3568. Preis geh. 18M, geb. 20 M 

Dieses Buch ist eine sehr sorgfältige, fehler- 
freie Darstellung des Stoffes, der üblicherweise 
im Rahmen von Universitätsvorlesungen über 
theoretische Physik als »Allgemeine Mechanik 
dargeboten wird. Man merkt, daß dem Ver- 
fasser reiche Lehrerfahrung zu Gebote steht, 
und daß der Text mit Rücksicht auf die Be- 
dürfnisse des Lernenden wieder und wieder 
durchgearbeilet wurde Auch die historische 
Kinführung, die Entwicklung der Grundbesriffe 
sind durchaus ansprechend. Vektoren werden 
wohl erklärt, späterhin aber nur sehr wenig 


benulzt. Als Fremdkörper wirkt in dem zwei- 
ten Teil, der die Ueberschrift »Der starre Kör- 
per« trägt, in einem Unterabschnitt »Statik des 
schweren Körpers« ein Ableitung der Navier- 
schen Biegungstheorie Im übrigen handelt es 
sich um ein Lehrbuch der Punktmechanik und 
der Mechanik der starren Körper, das sowohl 
in theoretischer Richtung wie im Hinblick auf 
die Wahl und Behandulng von Anwendungsbei- 
spielen zu den besten Büchern dieser Art 
sehört. Mises. 946 


Verzeichnis berechneter Funktionen- 
tafeln. Im Auftrage des Wissenschaftlichen 
Beirats des VdI und mit Unterstützung der Not- 
gemeinschaft der Deuischen Wissenschaft her- 
ausgegeben vom Institut für angewandte Ma- 
Ihematik an der Universität Berlin. Erster 
Teil: Besselsche, Kugel- und elliptische lunk- 
tionen. Vadl-Verlag, Berlin 1928. 308. Preis 
3,50 M. 

Im Herbst 1925 veranslallele der Wissen 
schaftliche Beirat des Vereines deutscher Inge 
nieure auf mehrfache Anregung, die ihm aus 
dem Kreise der Praktiker zugegangen war, eine 
Besprechung über die Frage, was zur Erleich- 
terung und Vereinfachung schwieriger tech- 
nisch-wissenschaftlicher Berechnungen geschehen 
könne. Bei der Beratung trat der Wunsch zu- 
lage, daß die vorhandenen Funktionentafeln 


über Besselsche, elliplische und ähnliche 
Funktionen in verschiedener Richtung ergänzt 
werden sollteı Zunächst aber erschien es er- 


forderlich, ein zuverlässiges und möglichst voll- 
ständiges Verzeichnis der bisher veröffentlich- 
ten oder sonstwie zugänglichen Tafeln zu 
schaffen. Zur Durchführung dieser Arbeit 
wurde ein kleiner Ausschuß eingesetzt, der aus 
den Herren Geheimrat Prof. Dr. C. Runge- 
Göttingen, Prof. Dr. F. Emde-Stuttgart und 
dem NHReferenten bestand. Der Letztere über- 
nahm es, in seinem Institut das Verzeichnis 
bearbeiten zu lassen. 

Das vorliegende erste Heft umfaßt in drei 
Abschnitten erstens die Besselschen Funktio- 
nen, zweitens die Legendreschen Kugelfunk- 
tionen, drittens die elliptischen Integrale und 
l’unktionen. Jedesmal ist ein kurzer Abriß 
über die Definition und Bezeichnungen der be- 
treffenden Funklion und die einschlägige Lite- 
ralur vorangestellt.e In dem Tafelverzeichnis 
selbst ist jedesmal angegeben 

a) Eine kurze Charakterisierung des Argu- 
mentes der tabulierten Funktion (Reell, kom- 
plex, Winkelgröße usw.). 

b) Angabe des Bereichs, innerhalb dessen 
sich die Argumentwerte befinden, für welche 
die Funktion tabuliert ist. 

c) Die Differenz zweier aufeinanderfolgendeis 
Argumentwerle. 

d) Die tabulierten Funktionen, wobei die 
unter »Definitionen und Bezeichnungen« erklär- 
ten Bezeichnungen verwandt sind, soweit die 
Erklärung nicht an der betreffenden Stelle 
selbst gegeben ist. 

e) Angaben über die Genauigkeit. 


Sanur 
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f) Angabe der Quellen, wobei die Original- 
quelle — soweit sie zu ermitteln war — an 
erster Stelle steht. 

Es ist beabsichtigt, ein zweites Heft folgen 
zu lassen, das vor allem die in der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie und Statistik zur Ver- 
wendung kommenden Tafeln umfaßt. 


Mises. 946 


FOREST RAY MOULTON, Ph. D. Professor 
der Astronomie an der Universität Chicago, 
Mitglied des Carnegie-Institutes von Washing- 
ton. Einführungin die Himmelsmecha- 
nik, Zweite, durchgesehene Auflage, Auto- 
risierte deutsche Ausgabe von Dr. WALTER 
FENDER. B.G. Teubner, Leipzig und Berlin 
1927. XII + 412S. Preis geb. 20 M. 


Das Buch verdient den Namen einer Ein- 
führung. Es setzt fast keine Kenninisse der 
\echanik voraus und schreitet langsam mil 
dem Leser bis zu den Elementen der Störungs- 
theorie fort. Was im ersten Abschnitt über 
Grundsätze und Definitionen« gesagt wird, ist 
reichlich naiv und entspricht etwa dem Stande 
der Mechanik in den achtziger Jahren. In der 
weiteren Darstellung fällt es auf, daß Begriff 
und Schreibweise der Vektorrechnung dem Ver- 
fasser unbekannt zu sein scheinen. Sieht man 
von diesen Mängeln und einigen der Ueber- 
setzung ab, so kann das Buch sehr wohl zum 
Selbststudium in den Anfangsgründen der 
Newtonschen Mechanik dienen und einen Be- 
griff von dem vermitteln, was die theoretische 
Astronomie heute beschäftigt. 

Mises. 946 


Handbuch der Physik. Springer, Berlin 
1927/28. Bd. III: Mathematische Hilfs- 
mittelin der Physik. Redig. v. H. Thir- 
ring. Mit 138 Abb. XIII —+ 6478. Preis geb. 
59.50 M. Bd. VIII: Akustik. Redig. v. I. 
Trendelenburg. Mit 252 Abb. IX -- 712S. 
Preis geb. 60.90 M. — Bd. XII Theorien 
der Elektrizität. Elektrostatik. Re- 
dig. v. W. Westphal. Mit 112Abb. VI--564S. 
Preis geb. 49M. — Bd.Xlll: Elektrizi- 
tätsbewegung in festen und flüssi- 
sen Körpern. Redig v. W. Westphal. 
Mit 222 Abb. VI--672S. Preis geb. 58M. - 
Bd.XV: Magnetismus. Elektromagne- 
tisches Feld. Redig v. W. Westphal. 
Mit 291 Abb. VII--532S. Preis geb 45,60 M. 

Bd.XVI: Apparate und Messungen 
für Elektrizität und Magnetismus. 
tedig. v. W. Westphal. Mit 623 Abb. VIII 

- 801S. Preis geb. 68,40 M. — Bd. XVII: 
Geometrische Optik. Optische Kon- 
stante. Optische Instrumente. Redig. 
v. H. Konen. Mit 688 Abb. XIX -1- 865 8. 
Preis geb. 74,40 M. — Bd. XIX: Herstellung 
und Messung des Lichts. Redig v. H. 
Konen. Mit 501 Abb. XVIII-- 9958. Preis 
geb. 88,60 M. — Bd. XXIV: Negative und 
positive Strahlen. Zusammenhängen- 
de Materie. Redig. v. H. Geiger. Mit 374 
Abb. XI -1- 6048. Preis geb. 51,60 M. 
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Der jüngst erschienene Band VI schließt mit 
den früher hier angezeigten IV und V die Dar- 
stellung der gesamten Mechanik ab. Dieser Teil 
ist wohl dem Herausgeber der Mechanikbände, 
R. Grammel, und seinen Mitarbeitern am 
besten gelungen. Die allzu große Knappheit 
und Einseitigkeit, die in der Hydromechanik 
mehrfach hervortrat, ist jetzt in der Mechanik 
der festen Körper glücklich vermieden worden. 
Das einleitende Kapitel von A. Busemann 
und O. Föppl gibt einen kleinen Ueberblick 
über die physikalischen Grundtatsachen. In 
längeren Ausführungen zur mathematischen 
Elastizitätstheorie entwickelt E. Trefftz die 
klassischen Lehrsätze. Einen sehr fleißigen 
und wertvollen Beitrag unter dem etwas unge- 
bräuchlichen Titel »Elatostatik« verdankt man 
J. W. Geckeler. Er hat es verstanden, die 
sehr zahlreichen Einzelergebnisse über elasti- 
sche Gleichgewichtsprobleme der Technik unter 
zutreffenden Gesichtspunkten zusammenzufassen 
und dabei eine gewisse Vollständigkeit im Rah- 
men des Möglichen zu erreichen. Die Kinetik 
der elastischen Körper, die F. Pfeiffer bei- 
steuert, besteht im wesentlichen in der Be- 
handlung spezieller Schwingungsaufgaben. In 
ganz modernes Forschungsgebiet führt das sehr 
ausführliche Kapitel von A. Nädai über 
Plastizität und Erddruck. Die Zusammenstel- 
lung der verschiedenen, eiwas weil auseinander- 
liegenden Ansätze, die mit der Erscheinung des 
Stoßes verknüpft sind, durch Tl. Pöschl. 
wird vielleicht zu Fortschritten auf diesem Ge- 
biet anregen. Am Schlusse des Bandes be- 
spricht G. Angenheister die Erdbebenwel- 
len. — Für den Titel des Bandes würde sich 
wohl »Mechanik der festen Körper« an Stelle 
der zu engen Bezeichnung »Elastische Kör- 
per« besser eignen. 

Eine Aufgabe besonderer Art war dem Her- 
ausgeber des III. Bandes gestellt, der die mathe- 
matischen Hilfsmittel der Physik für den Ge- 
brauch der Physiker zusammenstellen sollte. 
Man kann sagen, daß H. Thirring diese 
Aufgabe mit vielem Geschick gelöst hat, indem 
er es trotz der Ueberfülle an Stoff zu ver- 
meiden wußte, daß das Buch den Charakter 
einer trockenen Formelsammlung erhielt. T’rei- 
lich muß man für viele Kapitel die Frage 
stellen, wie weit der Gebrauchswert einer An- 
einanderreihung ohne Beweis vorgeltragener 
malhematlischer Sätze reicht, auch wenn sie 
in vernünftiger und teilweise recht anschau- 
licher Art wiedergegeben sind. Dies gilt vor 
allem für den ersten Teil des Buches, in dem 
A. Duschek Infinitesimalrechnung, Algebra 
und Geometrie enzyklopädisch behandelt. Wenn 
man die Aufgabe, möglichst viel Lehrsätze 
unter Ausschluß ihrer Ableitungen zusammen- 
zustellen, als gegeben ansieht, so verdient die 
Duscheksche Arbeit alles Lob, sowohl hin- 
sichtlich der Auswahl wie der Korrektheit und 
der Verständlichkeit der Darstellung. Nur 
etwas mehr Kontakt mit den physikalischen An- 
wendungen wäre erwünscht und nicht schwer 
erreichbar gewesen. Weniger gut lesbar sind 
die späteren von J. Lense und Th. Rada- 
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kovid herrührenden Kapitel. Besonders miıl- 
fällig ist die Dürftigkeit der (zusammen nur 
elwa 20 Seilen von insgesamt 640 umfassenden) 
\bschniltle über Reihenentwicklungen der ma- 
Ihemalischen Physik und Integralgleichungen. 
Gänzlich anderen Charakter als die übrigen 
Teile des Bandes hat naturgemäß das Kapitel 
von F. Zernike über Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und mathematische Statistik. Auf 
diesem der Physik viel näher stehenden Ge- 
biet, das zurzeit in völliger Umwandlung be- 
griffen ist, war es nicht ganz leicht, gleich- 
zeitig die klassische Theorie und die neuesten 
lorischrilte zu berück: htigen. Der Verfasser 
hat sich nach beiden Richlungen hin mit gro- 
Bem Erfolge bemüht, und man wird das Er- 
gebnis seiner Bemühungen zu den beslen heuli- 
gen Darstellungen zählen müssen. In einer 
Reihe von Schlußkapileln macht K. Mader 
die Physiker mit numerischen und graphischen 
Verfahren vertraut, die in der Technik seit 
langem üblich sind und es gewiß verdienen, 
auch Eingang in der malhemalischen Physik 
zu finden. 

Den Band AVIll, der in der Hauptsache 
geomelrische Optik umfaßt, wird man schon 
aus dem Grunde besonders freudig begrüßen 
weil in der kürzlich zum Abschluß gelangten 
mathemalischen Enzyklopädie merkwürdiger- 
weise dieses für den Malthemaliker und Phy- 
siker gleich interessanle Stolfgebiet ganz un- 
berücksichligt geblieben ist. Man besaß bisher 
an größeren Werken in der Hauptsache nur 
das Handbuch von CGzapski-Eppenstein, 
das, bei aller Anerkennung seines Werles für 
die Praxis, doch ein Musterbeispiel dafür bot, 
wie ein Handbuch nicht ausschen darf. Man 
kann nun von dem vorliegenden neuen Bande 
des Handbuchs der Physik, dessen Verfasser- 
kreis ähnlich dem des vorgenannlen älteren 
Werkes großenteils der Firma ZeiB entstammt, 
nur sagen, daß es eine verbesserle Fassung 
des Czapski-Eppenslein ist. Die slören- 
den Wiederholungen der gleichen Gedanken- 
gänge an verschiedenen Stellen, der Mangel an 
durchgreifender Systematik, ja überhaupt an 
größeren Gesichispunkten, der fast die ganze 
Literatur der geometrischen Optik bis in das 
letzte Jahrzehnt hinein kennzeichnelten, erschei- 
nen hier in stark gemilderter Form. Schon 
der große Umfang des Bandes, der zu den 
stärksten des Handbuchs der Physik gehört, 
läßt äußerlich auf die hier angedeultelen Män- 
gel schließen. Hoffentlich trägt das gewiß 
mühevalle Werk, das der Herausgeber IH. Koh- 
nen und seine Mitarbeiter geleistet haben, da- 
zu bei, uns recht bald eine Darstellung der 
geometrischen Optik zu verschaffen, die dem 
Niveau der übrigen Gebiete der theoretischen 
Physik angemessen ist. 

Sehr verdienstvoll erscheint es, daß dem Ge- 
samtgebiet der Akustik ein eigener recht aus- 
führlicher Band gewidmet wurde. Die in der 
Einleitung von H. W. Backhaus behandelte 
Theorie der akustischen Schwingungen geht 
wohl nicht wesentlich darüber hinaus, was in 
der klassischen englischen Literatur schon ent- 
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halten war, aber der Haup!wert des Bandes, 
den F. Trendelenburg umsichlig redigiert 
hat, liegt in dem mehr physikalischen Teil, 
den Kapiteln über Schallerzeugung von A.Ka- 
lähne, H. Lichte, J. Friese und den fol- 
genden. Unter diesen verdienen die schönen 
Abschnitte über musikalische Akustik, von 
Raman über Musikinstrumente und von 
v.Hornbostel über musikalische Tonsysteme, 
besondere Erwähnung. In das physiologische 
Gebiet greift Trendelenburg mit der Physik 
der Sprachlaute und Erwin Meyer mit einem 
aufschlußreichen Kapitel über das menschliche 
Gehör hinüber. Die neueren, viel versprechen- 
den Bestrebungen in der mehr technisch ge- 
richteten Raumakustik finden etwas knappe 
Berücksichtigung bei der Besprechung der 
akustischen Meß-Methoden, der Schallausbrei- 
tung und in einem besonderen von E. Michel 
unter den: Titel »Raumakustik« verfaßlen Ab- 
schnitt, Mises. 94l 


Dr MAX LAGALLY, o. Professor der Ma- 
thematik an der Technischen Hochschule Dres- 
den. Vorlesungen über Vektor-Rech- 
nung. Mit 77 Textfig. Mathematik und ihre 
Anwendungen in Monographien und Lehr- 
büchern. Herausgegeben von E. Hilb, o. Prof. 
a. d. Universität Würzburg. Akad. Verlagsges., 
Leipzig 1928. XVII--3588S. Preis brosch. 
21M, geb. 22M. 

Trotz der großen Zahl von Lehrbüchern, 
die der Unterweisung in der Vektor- und Ten- 
sorrechnung dienen sollen, fehlte es bisher an 
einem Buch, daß den Forderungen praktischer 
Brauchbarkeit genügt, ohne dabei in allen 
theoretischen Fragestellungen zu versagen. Das 
schöne Buch von Lagally hilft diesem Man- 
gel in ausgezeichneter Weise ab. Es beginnt 
mit einer Einführung, die jedem, der von dem 
Gegenstand noch nichts weiß, durchaus ver- 
ständlich ist, und führt den Leser allmählich 
sehr weit, nicht nur bis zur Behandlung der 
wichtigsten dyadischen Beziehungen, die in 
Mechanik und Physik auftreten, sondern dar- 
über hinaus noch zu den Grundzügen der Rie- 
mannschen Geometrie In den Kapiteln, die 
den dreidimensionalen Euklidischen Raum be- 
treffen, wird ständig in enger Beziehung zu 
den Anwendungen, namentlich denen in der 
Mechanik, vorgegangen. Am besten durchge- 
arbeitet erscheint alles, was sich auf die An- 
wendungen der Vektorrechnung in der Geo- 
metrie bezieht. 

In dem grundsätzlichen Aufbau des Buches 
würde der Referent allerdings eine elwas weni- 
ser formale Einführung des Dyaden-Begriffs, 
wünschen. Während dem Leser der Vektor 
durchaus anschaulich als Translation vorge- 
stellt und sofort als Geschwindigkeit, Kraft 
usw. erläutert wird, erfährt er von der Dyade 
zunächst in einem Kapitel über die unbe- 
sliimmte Multiplikalion von Vektoren. Auf diese 
Weise bekommt der Lernende niemals das Ge- 
fühl von dem, was Jaumann die »physika- 
lische Realität« der Dyade genannt hat; der 
Vektor bleibt ein »Ding«, während die Dyade 
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Punkt, an dem sich die Herkunft des Ver- 
lassers von der matlhischen Seite des Inter- 
esses an dem Gesensland etwas störend be 
merkbar macht. Im sanzen genommen, muß 
ich aber dem Lagallyschen Buche auch hin 
sichtlich der Behandlung der Dyadenrechnung 
vor allen bisher bekannten den entschiedenen 
Vorzus geben. Mises. 947 


E. SALKOWSKI, Grundzüge der dar- 
stellenden Geometrie. Mit 134Abb. Ma 
thematik und ihre Anwendungen in Monogra 
phien und Lehrbüchern. Herausgegeben von 
E. Hilb, o. Prof. a. d. Universilät Würzburg 
Bd.3. Akadem. Verlagsges., Leipzig 1928. VIII 

100S. Preis brosch. 5,75 M, geb. 6,50 M. 

Die von E. Hilb herausgegebene Bücher 
reihe »Mathemalik und ihre Anwendungen in 
Monographien und Lehrbüchern«, die auf dem 
hohen Niveau des Oseenschen Buches!) be 
sonnen hat, will hier wohl ein Beispiel für 
den Gegenpol liefern. Das vorliegende Büch 
lein stelit die Anfangsgründe der darstellenden 
(Geometrie in dem Umfang, wie sie elwa an 
den österreichischen Oberrealschulen seit Jahr 
zehnten gelehrt wird, dar. Der übliche Hin 
weis im Vorwort über den »Verzicht auf Voll 


ständigkeit« mutet unter diesen Umsländen 
etwas merkwürdig an Mises 047 


Dr WILHELM MÜLLER, Privatdozent an 
der Technischen Hochschule Hannover. Ma- 
thematische Strömungslehre. Mit 157 
Textabb. Julius Springer, Berlin 1928. IX 
2398. Preis 18M, geb. 19,50M. 

Den Lesern dieser Zeitschrift sind zahlreiche 
\uflsälze von W. Müller zur Hydromechanik 
der ebenen Bewegung idealer Flüssigkeiten be 
kannt. Der Verfasser hat sich insbesondere 
um eine nähere Ausarbeitung der ebenen Trag- 
flügel-Theorie verdient gemacht, deren allge- 
meine Grundlagen vom Relerenten erstmais 
1917 und 1920 veröffentlicht worden sind. Die 
[rüheren Aufsätze des Verfassers werden in 
dem vorliegenden Buch unter mannigfacher 
Ergänzung zusammengestellt. Ueber den Be- 
reich der zweidimensionalen Bewegung geht 
das Buch nur im einleitenden Abschnitt und 
dann in gewissem Maße bei Besprechung der 
Prandtlschen  Tragflächen-Theorie hinaus 
Auf die Erscheinungen an zähen Flüssigkeiten 
wird nicht eingegangen. Wenn man auch in 
dem gut lesbaren und verständlich geschrie 
benen Buche nicht viel Originelles findet, mul 
es doch als eine übersichlliche und sorgfältig 
bearbeilele Zusammenfassung eines in jüngster 
Zeit viel geförderten Gebietes willkommen sein 
Hervorzuheben sind die zahlreichen sehr gut 
ausgeführten Kurvenbilder, die dem Lernen 
den nützlich sein werden Mises. 947 


Mitteilungen des Hydraulischen In- 
stituts der Techn. Hochschule München. Her- 


ausgeg+tben vom Institutsvorstand D. THOMA, 


) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 387 


« zr 


Buehbesprechungen 


v1 
I)r.-Ing O P’rolessor left mil S1Abh 
Heit 2 mit 88 Abb. Verlag von KR. Oldenbourg, 
München und Berlin 1926 u. 1928. 90 u. 728 


Preis veh. 5.80 M. 


Das unter der Leituie von D homa 
stehende Münchener Laboralorium hat vor kur 
zem mit der Herausgabe laufender Mitteilun 
sen über die im Institut ausgeführten Arbei 
ten begonnen. Wenn man auch die immer zu 
nehmende Zersplitterung der Literatur auf Ein 
zelhefte und Sonderreihen aller Art bedauern 
muß, begrüßt man doch die einzelnen wert 
vollen Mitteilungen, die hier vorliegen. In der 
Hauptsache handelt es sich um die Nachprü 
lung der Werte sosenannter  Verlust-Koeffi- 


zienten bei Strömuns in Rohrleitungen In 


linieslücken, BRohrverzweisungen usw \uch 
der Prülung hydraulischer Meßapparate wird 
\ulmerksamkeit geschenkt Mises 6947 


M. ERICH WINKEL, Naturwissenschaft 
und Astrologie Dom-Verlag M. Seilz & 
(Go., Augsburg. 1258. Preis 3.80 M, geb. 4,90 M 

In diesem Büchlein, das sich von anderen 
Behandlungen dieses Gegenstandes durch einen 
ernsten wissenschaftlichen Ton unterscheidet 
sucht der Verfasser ollene Türen einzurennen. 
Er meint, daß die Nalurwissenschaftler einen 
Zusammenhang zwischen der Stellung der Ge 
slirne und menschlichen Schicksalen von vorn 
herein als unmöglich oder undenkbar 
ablehnen, ohne sich auf eine Prülung der Tat 
beslände einzulassen. In Wahrheit stelıt es so, 
daß man lediglich auf Grund Jahrtausende 
alter Erfahrungen, die bereits in unser in 
stinktmäßiges Bewußlsein übergevangen sind 


die Behauptungen der Aslrologen ablehnt. Sollte 


es einmal gelingen, beispielsweise eine typi 
sche Verwandtschaft in dem Lebensablauf 
sechs Menschen nachzuweisen, die täglich in 
Berlin in der gleichen Stunde geboren wer 
den oder sonst eine praktisch brauchbare 
Folgerung aus den astrologischen Berechnun 


der 


gen zu ziehen, so würde sofort jeder nalur 
wissenschaftlich Gebildete eine andere Einstel 
uns zur Astrolosie gewinnen \lises 947 


Prof, Dr. J. PETERS, Sechsstellige Tafel 
der trigonometrischen Funktionen 
enthalten die Werte der sechs trigonometri 
schen Funktionen von zehn zu zehn Bogen- 
sekunden des in 90° geteilten Quadranten und 
die Werte der Kotangsente und Kosekante für 
jede Bogensekunde von 0, 0’ bis 1929’. Ferd 
Dümmlers Verlags, Berlin und Bonn 1929. 2938 
Preis kart. ASM. seb. 52M. 

Die Tafel, die in erster Linie wohl für deı 
Gebrauch der Astronomen bestimmt ist, wird 
auch vielen Ingenieuren bei Berechnungen in 
der Stalik, in der Elektrotechnik usw. nützlich 
sein. Während man bis vor kurzem trigono 
metrische Berechnungen fast ausschließlich lo 
garithmisch durchführte, sind jetzt, seit di 
Verwendung der Rechenmaschinen sich mehr 
und mehr ausbreitet, andere Rechnungsmetho 


den vorzuziehen Für diese ist der (Grebrauelı 
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von Tafeln, die dıe natürlichen Werte der trı- 
onometrischen Funktionen mit genüsend klei 
nem Intervall angeben, unerläßlich Die Wahl 
ddes Intervalls von 10 Sekunden und der Stellen 


‚ahl 6 entspricht den meisten praklischen \n 
wendungen gul 

Die Druckausstaltltung des Tafelwerks ist in 
jeder Hinsicht vorbildlich \lises 047 


Dr. phil. RUDOLF BEYER, Gewerbestudien- 


ıt an der Ingenieurschule zu Zwickau. Ein 
Iührung ın die Kınematlik Bewegungs- 
eometrie für Ingenieure mit zahlreichen An 
vendungen auf die Getriebe Kin Leehr- und 
\ufgabenbuch für den Gebrauch an höheren 
technischen Lehranstalten und zum Selbstunter 
richt Verlas Dr. Max Jänecke. Leipzig 1928 
VI I50S. Preis 8.70 M 
Das in letzier Zeit erfreulich gestiegene Inter 
esse der Ingenieure an Fragen der Kinematik 
md Getriebelehre hat wohl die Veranlassung 
ı dem vorliegenden Buch gegeben Unter Be 


‚chränkung auf die einfachsten mathematischen 
Hilfsmittel bespricht der Verfasser die wichtig 


ten Formen «der ebenen Mechanismen und leitet 
lie bekaiinten seometrischen HEıigenschaften der 
Bahnktırven. Ihrer Krümmung USW ab Der 


Ilauptwert des Buches liegt jedenfalls in den 
ielen zahlenmäßig durchsearbeiteten und dureh 
nabstabriehtige /eichnungeı eroanzlen Bei 
T>ie len \] ıises 047 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. FRANZ BAUR, Korrelationsrech- 
nung. Mit 3 Abb. im Text. Mathematisch- 
Physikalische Bibliothek Nr. 75. B. G Teub- 
ner, Leipzig und Berlin 1928. VI-+ 578. 


JULIUS BAUSCHINGER, Die Bahnbe- 
timmung der Hımmelskörper. Zweite 
Auflage. Mit 85 Figuren im Text. Wilhelm 
Engelmann, Leipzig 1928, XV -+ 668 8. Preis 


seh. 55 M, geb. 59 M. 


Dr.-Ing. KARL FEDERHOFER, o. Professor 
an der Technischen Hochschule Graz. Gra- 
phische Kinematik und Kinetostatik 
des starren räumlichen Systems. Mit 
IS Abb. im Text und auf 5 Tafeln. Julius 
Springer, Wien 1928. VII + 8S1ıS Preis 
9,90 M. 


GEORGE D. BIRKHOFF, Ph. D., Se. D. 
Professor of Mathematies Harvard University. 
Dynamical Systems. American Mathemati- 
cal Society, Colloquium Publications. Volume 
IX. American Matiem, Society, New York 
1927. VIII + 295 S. Preis 3 $. 


Dr.-Ing. WILHELM FLÜGGE, Die strenge 
Berechnung von Kreisplatten unter 
Einzellasten mit Hilfe von krummlinigen 
Koordinaten und deren Anwendung auf die 
Pilzdecke Mit 25 Textabbildungen. Julius 
Springer, Berlin 1928. 55 S. Preis 5M. 
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Dr.-phil. M. BERGSTRÄSSER, Versuche 
mit frei aufliegenden rechteckigen 
Platten unter Einzelkraftbelastung. 
Mit 55 Abb, und 7 Zahlentafeln. Forschungs- 
arbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, 
Heft 302. VDI-Verlag G. m.b.H., Berlin 1928. 


25 


De 27 


Dr. LUDWIG HÄNERT, Marinestudienrat 
in Mürwik. Geschütz und Schuß. Eine 
Einführung in die Geschützmechanik und 
Ballisıiik. Mit 154 Textabbildungen. Julius 
Springer, Berlin 1928. VII + 3598. Preis 
eh. 29 M. 


Dr. H. HEIMANN, Beitrag zur Berech- 
nung statisch untb»astimmter Fach- 
werke, Mit 20 Abb. im Text. Julius Sprin- 
ger, Berlin 1928. 24 S. Preis 2,50 M. 


Dr. R. KÖNIG, o. Professor an der Univer- 
sität Jena, und Dr. M. KRAFFT, a. o. Pro- 
fessor an der Universität Marburg i.H. EI- 
liptische Funktionen. Mit 4 Figuren. 
Göschens Lehrbücherei. I. Gruppe: Reine und 
angewandte Mathomatik, Bd. 11. Walter de 
Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1928. 
263 S. Preis 13 M, geb. 14,50 M. 


TULLIO LEVI-CIVITA, Professor der Me- 
chanik an der Universität Rom. Der Diffe- 
rentialkalkül und seine Anwendungen in 
Geometrie und Physik. Autorisierte deutsche 
Ausgabe von Adalbert Duschek, Privatdozent 
der Mathematik an der Technischen Hoch- 
schule Wien. Mit 6 Abb. Die Grundlehren 
der Mathematischen Wissenschaften in Einzel- 
darstellungen mit besonderer Berücksichtigung 
der Anwendungsgebiete, Bd. XXVIII. „Julius 
Springer, Berlin 1928. XI + 310 S. Preis 
19,60 M, geb. 21 M. 


Dr.-Ing. OTTO PICHLER, Die Biegung 
kreissymmetrischer Platten von ver- 
änderlicher Dicke. Mit 6 Textabbildungen. 
60 S. ‚Julius Springer, Berlin 1928. Preis 
1,50 M., 


Dr.-Ing. HEINRICH PIHERA, Teplitz- 
Schönau. Druckverteilung, Erddruck, 
Erdwiderstand, Tragfähigkeit. Mit 
51 Abb. im Text und 6 Tafeln. Julius Sprin- 
ger, Wien 1928. VIII -+ 92S. Preis brosch. 
9M. 


JULIUS ZINGLER, Oberregierungsrat und 
Mitglied der Phys. -Techn. Reichsanstalt i. R. 
Theorie der zusammengesetzten Waa- 
sen. Waagen mit Gewichtsschale, Lauf- 
gewichtswaagen, Neigungswaagen, Balken- 
waagen, Brückenwaagen. Mit 53 Textabbil- 
dungen. Julius Springer, Berlin 1928. VII 
+ 2008. Preis 13,50 M, geb. 15 M. 


Aus Georg Simon Ohms handschrift- 
lichem Nachlaß. Briefe, Urkunden und 
Dokumente. Gesammelt und mit Unter- 
stützung der Notgemeinschaft der Deutschen 
Wissenschaft herausgegeben von LUDWIG 
HARTMANN, Öberstudienrat in München. 
Mıt 7 ganzseitigen Abbildungen. Bayerland- 
Verlag, München 1927. VIII + 2558. Preis 
7,50M. 
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NACHRICHTEN 


Jubiläen der Technischen Hochschulen. 
Am 30. November ds. Js. feierte die Technische 
Hochschule Dresden den hundertsten Geburts- 
tag von Gustav Zeuner der 1872—18% ihr 
Leiter war. Gustav Zeuner, in Chemnitz in 
Sachsen geboren, hatte seine Ausbildung an 
der Gewerbeschule in Chemnitz und der Berg- 
akademie in Freiberg erhalten. Mit 26 Jahren 
wurde er an das eben begründete Züricher 
Polytechnikum als Professor der technischen 
Mechanik und theoretischen Maschinenlenhre, 
zugleich als Vorstand der mechanisch-techni 
schen Abteilung berufen. Im Jahre 1871 kehrte 
er als Nachfolger von Julius Weisbach in 
seine Heimat zurück und übernahm im fol- 
senden Jahre die Stelle eines Direktors des 
Dresdener Polytechnikums, die er bis zur Um- 
wandlung der Anstalt in eine technische Hoch- 
schule im Jahre 1890 behielt. Zeuner hat in 
seinen Werken über die Lokomotivsteuerungen, 
über die Bewegungsvorgänge bei Lokomoliven, 
dann insbesondere durch technische 
Thermodynamik, seine Abhandlungen zur ma- 
thematischen Statistik, schließlich durch die 
erst 1899 erschienenen Vorlesungen über Tur- 
binentheorie Grundlegendes und Bleibendes auf 
vielen Gebieten der techniischen Wissenschaften 
seleistet. 

Die Wiener Technische 
am 17. November den 150. Geburtstag ihres 
Gründers Johann Joseph Ritter v. Precht! 
feiern. Er war in Bischofsheim an der Rhön 
geboren und halte sich ursprünglich dem Stu- 
dium der Philosophie und der Rechtswissen- 
schaften gewidmet. Später erst wandte er 
sich den technischen Wissenschaften zu und 
veröffentlichte mehrere Arbeiiten über Physik 
der Atmosphäre, Luftwiderstand, Vogelflug ust. 
Im Jahre 1815 wurde die Wiener Technische 
Hochschule auf Grund seiner Pläne errichte! 
Prechtl ist hauptsächlich bekannt geworden 
als Herausgeber der umfangreichen technolo- 


seine 


Hochschule konnte 


sischen Enzyklopädie, die später von Kar- 
marsch zu Ende geführt wurde 945 
Gesellschaft 


für angewandte Mathematik und Mechanik. 
Ortsgruppe Berlin. 

In der Sitzung am 16. November 1925 sprach 
Hr. E. Schwerin-Berlin über Schüttel- 
schwingungen gekoppelter Systeme«. Der gut 
besuchte Vortrag fand allseitiges Interesse. Am 
14. Dezember wird Hr. A. Defant-Berlin 
über »Die Theorie der Meeresströmungen« vor 
tragen. 

Mitglieder 

Am 13. Dezember wird Hr. K 
über »CGyelographie« sprechen 


Prager 
\Mack-Praou 


_ 


Tagung für Getriebelehre. Auf Veran- 


lassung des wissenschaftlichen Beirats des Ver- 


eins deutscher 
7 


Tagung für 
0 Vertreter 
und Industrie teilnahmen. 
sicht gibt die 


Ingenieure Sand am 24 und 
.Seplember 1928 in Dresden eine geschlossene 
(retriebelehre stalt, an der etwa 
dieses Wissenschaft 
Die folgende Ueber- 
gehaltenen Vorträge 


(‚ebieles aus 


Titel der 


und die Namen der Diskussionsredner an. 


\l 


Ih 


NM. 


HM. 


IN 


\ 


H 


X. 


HM. 


A: 


IT. 


\. 


l. 


Alt-Dresden: Die Entwicklung und der heu 
tige Stand der Getriebelehre und die wis- 
senschaftliche Behandlung der in der Praxis 
auftretenden Aufgaben. Aussprache: 
Marx, Grübler, Kutzbach, Bran 
denbersger. 
Grübler-Dresden: Zur 
schichle der Getriebelehre. 
Kutzbach, Federhofer, 


Kntwicklungsge 
Aussprache 
Marx, Alt 


Doerfel-Brünn: Bekämpfung der Unsle- 
liskeilsfolgen bei Rollkurven, Wälzkurven 
und Schaltwerken Aussprache: Bran- 


denberger, Alt, Marx 
Maul-Stuttgart: 
packungsmaschinen 
fel, Alt, Schaudt, 


Berger-Dresden 


(Getriebepraxis bei Ver 
Aussprache: Doer 
Luppel 
Ueber ein stufenloses., 
egulierbares, mechanisches Schaltgetriebe 
Marx-München: Verfahren zur unmitleiba- 
ren Beslimmung kinematischer Größenver- 
hältnisse.. — Aussprache: Alt. 
Alt-Dresden: Die praktische Bedeutung 
der Raumgetriebe. Aussprache: Pöschi, 
Marx, Kutzbach 

Federhofer-Graz: Die graphische Kine- 
malik des räumlichen Systems. Aus 
sprache: Beyer, Brandenberger, Doer 
fel, Marx, Alt. 
Bock-Dresden: Ueber Sternradgetriebe 
\ussprache: Jahr, Brandenbergyer, 
Kutzbach, Doehne, Schaudt, Alt, 
Berger, Hoecken. 
Behand- 


einer 


Wanckel-Leipzig: 
lung von 
Rechentafel, 


Synthelische 
Gelenkvierecken mittels 
— Aussprache: Alt. 
IHoecken-Berlin: Die 
Rechengetriebe. 


mechanischen 
Aussprache: Doerfel. 


Alt-Dresden: Einige Aufgaben aus dem 
Getriebemaschinenbau. — Aussprache: Grüb- 


ler. Kutzbach, Schaudt, Doerfel, 
huppel, Brandenberger. 
Flocke-Dresden: Ueber Schwinsdaumen 


setriebe. Aussprache: Doerfel. 


l,iske-Dresden: Vergleich zweier Vor- 
schubgetriebe Aussprache: Ruppel, 
Kutzbach, Brandenberger. Alt, 


Schaudt. 
Budnick-Dresden: Ueber stufenlose, selbsi- 


tätige Umformer. Aussprache: Kulz- 
bach, Doerfel. 

G. Breinl-Prag: Automatik und Wirl- 
schaft. Forderungen der Wirtschaft nach 


wissenschaftlicher Behandlung der Getriebe- 


lehre 
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504 Nachrichten Math. und Mech, 
II. Alt-Dresden: Getriebelehre im konstrul Hochschultagung in Dresden. Der Verein 
tiven Unterricht \ussprache: Maul deutscher Ingenieure hat die dankenswerte 
Schiebel. Kutzbach, Breinl, Hei Initialive ergrilfen, eine Atssprache über die 
debroek Grübler. Schulze-Pil- Weiterentwicklung des Unterrichts an den Tech- 


of \larx. Brandenberser. Doerfel 


- 


Alt. Bon 


Mathematiker-Kongreß in Bologna. Eine 
von der Kongreßleilung aussegebene Zusammen 
tellung der den sieben Sektionen unterbreiteten 
wissenschaftlichen Mitteilungen führt ım gan 
zen 388 Vorträge an. darunter 136 in den Sek 
tionen Ill bis V, die sıch mit den verschiedenen 
\nwendungsgebielen der Mathematik beschäl 


ligten Fünf von den Vortragenden in den 
Sektionen III bis V waren aus Deutschland 
einschließlich Oesterreich und Danzig) ze 
kommen Die von ıhnen herrührenden Vor 


träge waren folgende 


Sektion Ill Mathematische Phvsik, 
\stronomie, Mechanik. 


I. Geppert-Gießen Die adiabatischen Iı 
varıanten beliebiger Differentialsysteme. 

I. Licehtenstein-Leipzig: Ueber einige ma 
hemalische Probleme der Himmelsmechanik 

I. LLennertz- Aachen Ueber den gegenseiti 
sen Kinfluß von Tragfläche und Rumpf! 


Sektion IV Statistik 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 
\\ Dohbbernack-Berlin Versicherungsma 
thematische und malhematisch-statistische Er 
kenntnisse aus der jüngsten Entwicklung der 
ddeulschen Sozialversicherung? 
Die systematischen und zufälligen Fehler 
in der Indexzahl-Berechnung 
.. J. Gumpbel- Heidelberg Das Zulfallsgesetz 
les Sterbens °) 


Sektion \ 
Technische Wıssenschaften 


Keine 


Außerdem sprach in einer allgemeinen Sit 
ung Hr, vv Kärmän-Aachen über mathema 
Iische Probleme der Aerodynamik 

In der Eröffnungs-Sitzung der iV. Sektion 
stellte Hr. Gini-Padua den von Hrn. B. La 
‚unoff-Kielff angeregten Plan der Errichtung 
eines Internationalen Instituts für angewandte 
\lathemalik zur Diskussion. Die Versammlung 
sprach sich gegen den Plan aus 

In der Schlußsitzung des Kongresses wurde 
heschlossen. daß der nächste Kongreß 1932 in 
/ürich stattfinden soll. Ein Beschluß darüber 
wer den Kongreß veranstalten wird. wurde 
nicht vefaßt 


Vergl. diese Zeitschr. Bd 7 (1927),S.249bis 276. 
Vergl. das vorliegen«e Heft, S. 433 bis 436. 
Verel. diese Zeitschr. Bd.7 (1927),S.447 bis448. 


nischen Hochschulen herbeizuführen. Auf der 
reich besuchten Hochschultagung in Dresden. 
nde November dieses Jahres, die unter Vor- 
sitz von Prof. Dr.-Ing. de Thierry stattfand, 


wurden folgende Berichte erstattet: »Lehr 
aufgaben der Technischen Hochschule«, Prof. 
Dr.-Ing. A. Nägel- Dresden; Entwicklungs 


richtungen an ausländischen Hochschulen 
HProf. Dr.-Ing. E.h. C. Matschoß-Berlin: 
Die Notwendigkeit der planmäßigen Behand 
lung der Grenzgebiete«x, Prof. Dr.-Ing E 


Probst-Karlsruhe:; »Das Prülungswesen an 
den Technischen Hochschulen«, Prof. Dr. J. 
Zenneck-München; »Das Konstruieren als 
systematisches Lehrgebiet«, Prof. Dr.-Ing E. 
Heidebroek-Darmstladt; Forschung und 


Lehre, Hochschule und Forschungsinstitut«. 
Prof. Dr.-Ing. K. Neumann-Hannover. 

Die Ergebnisse der Verhandlungen werden 
unter Hinzufügung der Aeußerungen weiterer 
achmänner in einem zusammenfassenden Be 
richt vom Val-Verlag veröffentlicht werden 


Deutscher Verein für Versicherungs- 
wissenschaft. Auf der Tagung aın 3. und 
t. Dezember ds. Js. sprachen in der mathemati- 
schen Abteilung Hr. Prof. Dr. R. Riebe- 
sell- Hamburg über »Die Bedeutung des Kor- 
relationskoeffizienten für Theorie und Praxis 
der Versicherung« und Hr. Prof. Dr. L. v. 
Bortkiewicz-Berlin über »Sterblichkeits- 
index und Korrelationstheorie«. Der Verein 
sibt seit kurzem als Anlage zu seiner »Zeit- 
schrift für die gesamte Versicherungswissen- 
schaft« eine besondere Zeitschrift »Blätter für 
Versicherungsmathematik und verwandte Ge- 
biete« heraus. 


Persönliches. Am 24. November verschied 
nach schwerem Leiden die Assistentin an der 
Physikalisch-Technischen Reichsanstalt, Fräu- 
lein Dr. Gerda Laski, die gelegentlich Kleine 
\itteillungen und Referate für die Zeitschrift 
beigetragen hat!). 

Hr. Dipl.-Ing. Karl Küpfmüller, Öber- 
ingenieur der Firma Siemens & Halske, ist 
zum 0. Prof. für Elektrotechnik an der Tech- 
nischen Hochschule Danzig ernannt worden. 

Am 6. Dezember feiert Arnold Sommer- 
feld, der hervorragende Münchener Physiker, 
seinen sechzigsten Geburtstag. Er war in frü- 
heren Jahren auf dem Gebiete der technischen 
Mechanik erfolgreich tätig; am bekanntesten 
ist seine Mitarbeit an der »Theorie des Kreisels 
von Klein und Sommerfeld. 945 


I), Bd 1 (1921), S. 157, 338; Bd. 3 (1923), S. 70; 
Bd. 4 (1924), S. 187; Bd.5 (1925), S. 86, 276, 352, 
354; Bd. 6 (1926), S. 507.508: Bd. 7 (1927), S. 166. 


(Redaktionsschluß 6. Dezember 1928.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. vonMises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 
für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW40. — VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW7, 
Druck von A. W. Schade, Berlin N 65. 
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Mit den Vorträgen der Hamburger Versammlung 


RER 2 


Vorträge der Hamburger Versammlung der Gesell- 
schaft für angewandte Mathematik und Mechanik | 


- HAUPTAUFSÄTZE: suuststot.sstonnor 
SCHMIEDEN, Über den Widerstand einer in einer 
Flüssigkeit rotierenden Scheibe 7 BERGER, Über 
die Berechnung des Temperaturverlaufes in einem 
Recitkant beim Abkühlen und Erwärmen / RATZERS- 
DORFER, Zweite Internationale Tagung für Brücken- 
bau und Hochbau in Wien 
KLEINE MITTEILUNGEN sesststussuttoke 
BUCHBESPRECHUNGEN zuemueuer 
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© 


V»=D»I-VERLAG G.M.B.H, BERLIN NW 7 























TG « 
. 





Nov./Dez. Heft € Zeitschrift für angewandt» Mathematik und Mechanik Band 8/1928 








EIN NEUES BUCH ÜBER ELEKTROMASCHINEN: 





DIE ELEKTRISCHEN 
MASCHINEN 


EINFÜHRUNG IN IHRE THEORIE UND PRAXIS 
VON | 


Dr.-Ing. M. LIWSCHITZ 


Oberingenieur der Siemens-Schuckert-Werke 





Mit 284 Abbildungen und 13 Tafeln. (VIll und 337 5.) 1926. 
(Teubners technische Leitfäden, Bd. 24). In Halbleinenband RM 14,— 








Der Zwec des vorliegenden Bandes ist, dem Studierenden oder jüngeren 
Ingenieur die Grundlagen für das tiefere Eindringen in die 
Theorie und Praxis der elektrischen Maschinen zugeben. 
Es sol ihm der Zusammenhang zwischen den Vorgängen in der 
elektrischen Maschine undden Naturgesetzen dargetan werden, 
dessen Verständnis ihm erfahrungsgemäß hauptsädhhcb Schwierigkeiten 
bereitet. Ausgehend von den Grundgesetzen wird die Theorie der ein- 
zelnen Maschinengattungen soweit entwickelt als sie für die Berechnung 


der Maschine und den Entwurf der Wicklung gebraudt wird. 





nn en 








Aus dem Inhalt: 
Die Grundgeseize / Der magnetische Kreis / Verluste 
und Erwärmung der elektrischen Maschine / Der Trans- 
formator / Die Wicklungen der elektrischen Maschinen / 
Die induzierte EMK und die Feldkurve einer Wechselstrom- 
und einer Gleichstromwicklung / Die Asynchronmaschine / 
Die Synchronmaschine / Die Gleichstrommaschine /DerEin- 
ankerumformer /Die Wechseistrom-Kommutatormaschine 


Bestellungen bitten wir zu richten an die 
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Din B 5, X1l/576 Seiten mit Koordinatenpapiere 
1852 Abbildungen u. 36 Tafeln für statistische Zweoke 


In Leinen gebunden RM. 29,—, | ı 
für VDI-Mitglieder RM. 26,—. Diagrammblätter 


EEE ER Indikatorblätter 

ee Be Aanienee der | Registrierrollen 
Gert und Sic bare ar in verschiedensten Ausführungen 

i ü n u | s 
WerksefiederFenmehuniktigte de | | Millimeterpapiere: 
Bei der Bearbeitung der. einzelnen Ab RAR: 
möglichst erschönfende Behandlung das in Rollen, Bogen und Blocks 
Wesentliche der vielgestaltigen Ausfüh- auch Dinformate 
082 die zahlreichen Beispiele den ver. 

a een se we fertigen als Sonderheit 
(Herstellung von mechanischen, optischen 


Ennammen nat ven al HEß2AN Garl Schleicher & Schüll 
£6 van Ser be Beet, “ DÜREN, Rheinl. 


VDI-Verlag G.m.b.H,, Berlin NW 7 —— Fabrik feinster Masspapiere 
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das Ausland von Jahr zu Jahr. nz Bach ber 4 Wochen vor bjahres- bezw. Jahres- 
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